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Resumo

Neste trabalho apresentamos a teoria de transformacoes entre su-
perficies isotérmicas no espaco Euclidiano IR* devida a Darboux e Bianchi.
Descrevemos, como consequéncia, um método de obter novas solugoes do sis-
tema nao linear de equacgoes diferenciais parciais associado a uma superficie

isotérmica em IR?, a partir de uma dada.



Abstract

In this work we develop the transformation theory for isothermic
surfaces in Euclidean space IR?® due to Darboux and Bianchi. As a conse-
quence, we describe a method for constructing new solutions of the nonlinear
system of partial diferential equations associated to an isothermic surface in

IR? starting from a given one.
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Introducao

Uma superficie regular S C IR? é isotérmica se em uma vizinhanca
de qualquer ponto nao umbilico existe um sistema de coordenadas conforme
cujas curvas coordenadas sao linhas de curvatura.

A teoria de superficies isotérmicas teve um grande impeto na segunda
metade do século XIX e inicio do século XX, com importantes contribuicoes
de eminentes geémetras como Christoffel [3], Darboux [5], [6] e Bianchi [9],
dentre outros. Em seguida, apds algumas décadas de pouca atividade, a
teoria voltou a despertar interesse em virtude de sua conexao com a teoria
moderna de sistemas integréveis (cf. [1], [2], [7], [8]). Uma caracteristica de
tal classe de sistemas ¢é a existéncia de transformacoes de Bécklund, ou seja,
processos de gerar familias de novas solugoes de um sistema nao linear de
equacoes diferenciais parciais a partir de uma dada, em termos de solugoes
de um sistema linear cujas equacgoes de compatibilidade sao precisamente
as equacoes do sistema original. Para os sistemas associados a superficies
isotérmicas, a existéncia de tais transformagoes é consequéncia da teoria ge-

ométrica de transformacgoes entre tais superficies, desenvolvida por Darboux



e Bianchi.

O principal objetivo deste trabalho é fazer uma apresentacao desta
teoria. Mais geralmente, fazemos uma apresentacao da chamada transfor-
macdo de Ribaucour entre superficies regulares do espaco Euclidiano IR?,
da qual a transformagao entre superficies isotérmicas pode ser obtida. Co-
mo consequéncia, descrevemos o método geométrico de obtencao de novas
solucoes dos sistemas de equacoes diferenciais parciais associados a tais su-
perficies, a partir de uma dada.

Descrevemos a seguir o conteuido de cada capitulo deste trabalho.

No Capitulo 1 encontram-se topicos elementares da teoria local de
superficies regular em IR® que serdo necessarios aos capitulos seguintes. Em
particular, obtemos as equacoes fundamentais de Gauss e Codazzi-Mainardi
de uma superficie regular em R*, e damos uma demonstracio do Teorema
Egregium de Gauss. Exprimimos as equacoes fundamentais em coordenadas
e enunciamos o teorema fundamental das superficies.

Iniciamos o Capitulo 2 introduzindo alguns conceitos bésicos sobre
aplicagoes conformes entre subconjuntos abertos do espago Euclidiano. Na
seqao seguinte esbogamos uma demonstragao, segundo [9], da existéncia de
sistemas de coordenadas isotérmicos em uma superficie regular arbitraria
em IR?. Em seguida, introduzimos a nocao de redes isotérmicas em uma su-
perficie regular e mostramos uma caracterizagao de quando as familias de cur-
vas coordenadas de um sistema ortogonal determinam uma rede isotérmica.

Na secao seguinte estudamos tensores de Codazzi em uma superficie regular



e, em particular, apresentamos uma caracterizacao em termos de seus au-
tovalores de quando a rede determinada por seus auto-espacos € isotérmica
(cf. [15], [16]). Tais resultados sdo entao utilizados na obtencao de impor-
tantes exemplos de superficies isotérmicas: superficies com curvatura média
constante, quadricas, superficies cujas linhas de curvatura tém curvatura
geodésica constante, em particular as ciclides de Dupin. Finalmente, os sis-
temas de equacgoes diferenciais parciais associados a superficies isotérmicas
sao obtidos na tltima secao.

No Capitulo 3, apresentamos inicialmente a solu¢ao do problema pro-
posto por Christoffel de determinar os pares de superficies regulares em IR?
entre as quais existe um difeomorfismo conforme com a propriedade de que os
planos tangentes em pontos correspondentes sao paralelos. Mostramos que
tal problema conduz naturalmente a nogao de transformagao de Combescure
entre superficies regulares, que corresponde ao caso em que o difeomorfis-
mo no problema de Christoffel preserva linhas de curvatura. Descrevemos
uma interessante relagao entre tal transformacao e tensores de Codazzi na
superficie, observada em [12]. Em seguida, estudamos a transformacao de
Ribaucour para superficies regulares em IR?. Classicamente, duas superficies
estao relacionadas por uma transformacao de Ribaucour quando sao as en-
voltoérias de uma congruéncia de esferas a 2-parametros com a propriedade de
que a correspondéncia natural entre ambas preserva as linhas de curvatura.
Seguindo a abordagem de [11] e [12], descrevemos sistemas de coordenadas

principais de todas as transformadas de Ribaucour de uma superficie regular



dada, em termos de solugoes de um sistema linear de equacoes diferenciais
parciais. Usamos entao tal descrigao para obter um resultado analogo para
superficies isotérmicas de IR® (cf. [9]). Como consequéncia, deduzimos um
método de obter novas solugoes dos sistemas de equagoes diferenciais parciais
nao lineares associados a tais superficies, a partir de uma dada. Finalmente,

fazemos um exemplo explicito de aplicacao da teoria desenvolvida.



Capitulo 1

Teoria local de superficies em

]RS

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados basicos sobre su-
perficies regulares no espaco Euclidiano IR? que serao utilizados nos capitulos

posteriores.

1.1 Superficies regulares

Nesta secao introduzimos as definicoes e propriedades elementares de su-

perficies regulares em IR®.

Definicdo 1.1 Um subconjunto S C IR® é uma superficie reqular se, para
cada p € S, existem uma vizinhanca V' C IR? de p e uma aplicacdo x : U —

V' N S, definida em um subconjunto aberto U C IR?, tais que:

5
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(a) x é um homeomorfismo;

(b) x é uma imersao, ou seja, x é uma aplicacao diferencidvel e, para cada

q € U, a transformacdo linear dx(q) : IR> — IR? é injetora.

Dizemos que a aplicacao x define um sistema de coordenadas na

superficie S.

Exemplo 1.1 Seja f : U — IR uma funcao diferenciavel definida no sub-

conjunto aberto U C IR?. O conjunto

G ={(z,y,2) e R*/(x,y) € U,z = f(x,y)},

grafico da funcdo f, é uma superficie regular de IR?, imagem de um tnico

sistema de coordenadas x : U — G dado por x(z,y) = (z,y, f(z,y)).

Exemplo 1.2 Seja f : U — IR uma funcgao diferenciavel definida no aberto
U c IR® Se ¢ € R é valor regular de f, ou seja, Vf(p) # 0 para todo
p € f7Y(c), entdo f~'(c) é uma superficie regular de IR*. De fato, decorre
do Teorema da Fungao Implicita que, para cada ponto p € f~1(c), existe um
aberto V C IR? contendo p tal que V N f~1(c) é o grafico de uma aplicacio

diferencidvel definida num aberto de IR?.

Definicao 1.2 Uma aplicacao f : S; — S5 entre as superficies regulares Sy
e Sy é diferenciavel em p € S; se existem sistemas de coordenadas x; : Uy C
IR? — S exy: Uy CIR? — Sy tais que p € x1(U1), f(x1(U1)) C x2(Us) e a

aplicacao x5! o f ox; : Uy — U, é diferencidvel em x; ' (p).
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A defini¢ao acima nao depende da escolha dos sistemas de coorde-
nadas xX; e Xs. Isso decorre do seguinte lema, cuja demonstragao pode ser

encontrada em [13].

Lema 1.1 Seja p um ponto de uma superficie reqular S e sejam x; : Uy C
R?> - S exy: Uy ¢ R* — S sistemas de coordenadas de S tais que
p € x1(Uy) Nx2(Uy) = W. Entio a aplicacdo x7* o xy = x5 "(W) — x (W),

chamada de mudanga de coordenadas , ¢ um difeomorfismo.

E possivel mostrar que f : S; — Sy é diferenciavel se, e somente se,
para cada p € S; existem um aberto U C IR*® contendo p e uma aplicacio
diferencidvel F : U — IR® tais que Flons, = fions,-

Sejam S uma superficie regular e p € S. Um vetor tangente a S no
ponto p é o vetor tangente o’ (0) de uma curva diferenciavel « : I C R — S

tal que a(0) = p. A proposi¢ao seguinte mostra que, para todo p € S, o

conjunto dos vetores tangentes a S em p é um plano.

Proposicao 1.1 Sejam x : U — S um sistema de coordenadas em uma
superficie reqular S e g € U. Entao o conjunto dos vetores tangentes a S em

x(q) coincide com o subespago vetorial dx(q)IR? C TR3.

Demonstracao: Dado p =x(q) € S, seja X, um vetor tangente a .S em p,
isto é, X, = a/(0), onde a: I C IR — X (U) C S é uma curva diferencidvel

tal que a(0) = p. Entao, 8 =x"'oa: [ — U é uma curva diferencidvel e

dx(q)B'(0) = dx(q)(dx"(a(0))a’(0)) = o/(0) = X,,.
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Assim, X, € dx(q)IR?. Por outro lado, seja X, = dx(q)v, onde v € IR”.
Observe que v é o vetor tangente, em t = 0, da curva diferenciavel A : [ — U

dada por A(t) = tv + ¢. Definindo a@ = x o A, obtemos

X, = dx(q)N'(0) = o/(0),

logo X, é um vetor tangente a S no ponto p. O

Segue da Proposicdo 1.1 que o subespaco dx(q)IR* ndo depende do
sistema de coordenadas x. Tal subespaco é chamado de plano tangente a S
em p, e é denotado por 7,,S. O sistema de coordenadas x determina uma
base {g—;‘l(q), %(Q)} de 7,5, a qual é também denotada por {a%l(p), 8%2(]))},
onde uy, uy sao as coordenadas locais em S.

Definiremos agora a diferencial df (p) : 7,51 — Ty ()S2 em um ponto
p € S1 de uma aplicagao diferenciavel f : S; — Sy entre duas superficies
regulares, como segue: seja w € 7,5, temos que w = &'(0) para alguma
curva diferencidvel o : I € IR — 5] tal que «(0) = p. Entdo f = foa
¢ uma curva diferencidvel em S, tal que 3(0) = f(p) e, portanto, 3'(0) €
Tf(p)S2. Como ¢é facil ver que #'(0) nao depende da escolha de «, temos que

a diferencial de f em p é bem definida. Também pode-se verificar que df (p)

definida por df (p)w = f'(0), é linear.
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1.2 Derivacao de campos de vetores

Um campo de vetores diferencigvel definido em um aberto U de IR? é uma
aplicacdo diferenciavel X : U — IR*. O conjunto de todos os campos dife-
rencigveis X : U — IR® definidos no aberto U C IR? serd denotado por

x(U).

Defini¢ao 1.3 Dados X,Y € X(U), definimos VY como o campo de ve-

tores em U dado por

(FxY) () = SV et (L)

ondep e Uec:I CIR — U éuma curva diferencidvel tal que ¢(0) = p e

d(0) = X,.

Decorre da expressao (1.1) que (6 XY> (p) depende apenas de X,
e dos valores de Y ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I C IR — U tal
que ¢(0) =p e ¢(0) = X,. Em particular, estd bem definido ﬁpr para um

vetor X, em p € U. Se Y = (Y1,Y53,Y3), podemos escrever

ﬁpr = (%Yl(c(t))h_o,%Yg(c(t))h_o,%Yg(c(t))t_o)

= (X, (M), X, (¥2), X, (V3)) - (1.2)
Aqui, X, é “visto” como uma derivagdo em C*(U):

X, : C*U)—R

b Xe) = el = 220 = Y 2L (W)Xile)
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onde X, = (X1(p), X2(p), X3(p)). Dados X € X(U) e ¢ € C>(U), de-
notamos por X(p) : U — IR, ou simplesmente X¢, a fungdo dada por

X(¢)(p) = X,(¢) para todo p € U.

Proposicao 1.2 Dados X,Y € X(U), existe um tunico Z € X(U) tal que,

para toda fungio ¢ € C*(U), tem-se
Zo = (XY =YX)p. (1.3)

Demonstragao: Se X = (X, X5, X3) e Y = (Y1,Y2,Y3), entdo usando

coordenadas locais, temos

3 3

3
Dip aY; Oy D
XYp=X Yi— | = X,—2-= X;Y;

7 (; J8$j> 1321 'Oz O +ijzl " w0z,

(§
3 3 3
Oy 0X; 0p 02
YXp=Y X; =Yy, XY,
Logo,
3
Y, _ 9X;\ 9y
XY -YX)p= Xi— -y, —? .

,j=1

Portanto, o campo Z = (Z3, Zs, Z3) tal que Z; = Z?Zl <Xi% — YQ%) éo
tnico campo em X(U) que satisfaz (1.3). 0

O campo Z é chamado de colchete de Lie dos campos X e Y e é

denotado por [X,Y].

Observagao 1.1 Seja x : W C IR® — U um sistema de coordenadas

definido no aberto W C IR?, ou seja, x é um difeomorfismo do aberto W
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0
no aberto U C IR®. Sejam ER 1 <1 < 3, os campos coordenados em U as-
u

7

0 0
sociados a x, isto é, —(x(p)) = x (p). Logo dados X,Y € X(U), podemos

L9 L9
escrever X = ;aia—%,}/ = ;bﬂ'a—w’ onde a;,b; € C*°(U),1 < i,j < 3.
Portanto, a demonstracao da Proposicao 1.2 mostra, mais geralmente, que
./ ab;  9b\ O
X,)Y| = i — b= | —. 1.4

ij=1

Proposicao 1.3 Para quaisquer X,Y,7Z € X(U) e f € C(U), valem:
a) VixY = fVxY,

b) Vx[Y = X())Y + [VxY,

¢) X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y,VxZ),

d) VxY —VyX = [X,Y].

Além disso, se V : X(U) x X(U) — X(U) também satisfaz as propriedades

acima, entio V = V.
Demonstracao: Se Y = (Y1,Ys,Y3), entdo de (1.2), temos

(VoY) ) = (FOXV F0) XY F D)X, ¥5)

= f(p) (Xth XpY?v XpYS)

= ) (VxY) (p)
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para todop e U, e

(Vx/Y) ) = (K071, X%(/Y2), X, (fY5)
= (DY + )X (Y1), o X (H)Ys + F ()X, (V3))
= X,(( Y2 Ya) + f(p) Vi, Y

_ (X(f)y+f§XY> (),

0 que mostra a) e b), respectivamente. A férmula em c¢) decorre de

XY, Z)(p) = X, (iyz>
= D (X,(Y)Zi(p) + Yi(p) X,(Z:))

=1

= (Vx,Y,Z,) + (Y;,Vx,Z).

Escrevendo agora VxY — Vy X = (Wy, Wa, W3). Por (1.2), temos que

Wip) = X,(Y;) = Y, (Xi) = ) (Xj(p)g;/; (p) = Y;(p) gil) )

ij=1
e daf a formula em d) decorre de (1.4).
Suponhamos agora que V : X(U) x X(U) — X(U) satisfaz as condicoes

a),...,d). Pela propriedade c), temos
X(Y,Z) =(VxY,Z) +(Y,VxZ) (1.5)

Y(Z,X)=(VvZ,X)+{(Z,VyX) (1.6)

Z(X,Y)=(VzX,Y)+(X,V5Y), (1.7)
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para quaisquer X, Y, Z € X(U). Somando (1.5) com (1.6) e subtraindo (1.7),

e usando a propriedade d), obtemos

XY, Z)+Y{(Z, X)— Z(X,Y)

= (X, Z2],Y)+ (v, 2], X) + {([X,Y],Z2) + 2(Vy X, Z).
Logo,

2(Vy X, Z)=X(Y, Z)+Y(Z,X) - Z(X,Y) — (X, Z],Y)

Analogamente, a formula de Koszul (1.8) vale para V, isto ¢

2 <%YX, Z> = X(Y,Z) + Y(Z,X) — Z(X,Y) — (X, Z].Y)

—([Y, 7], X) = ([X,Y], Z). (1.9)

Portanto, de (1.8) e (1.9), temos que <va, Z> = <%YX, Z> para quaisquer

X,Y,Z € X(U), ou seja, V = V. O
Proposicao 1.4 Sejam X,Y,Z € X(U), onde U é um aberto de R®. Entdo
VxVyZ ~VyVxZ —VixyZ =0. (1.10)
Demonstragao: Como
Vs Z =Vx(YZ,Y Zo,Y Z3) = (XY Z1, XY Zo, XY Zs)
e, analogamente, 6y6xz =(YXZ,YXZ,,YXZ3), obtemos

VxVyZ =Ny VxZ = (XYZ —YXZ, XY Zo — Y X720, XY 73 — Y X Z5)

= ([X,Y]Z,[X,Y]Z,[X,Y]Zs) = Vixy ) Z.
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O

Seja agora S C IR® uma superficie regular. Um campo de vetores

diferencidvel ao longo de S é uma aplicacdo diferencidgvel X : S — IR3.

Assim, para cada p € S, existem um aberto U C IR? contendo p e um campo

de vetores X € X(U) tais que X‘SQU = X|4y- Diz-se que X é um campo

tangente a S se X, € T,S para todo p € S. Denotamos por X(5) o conjunto
dos campos diferencidveis tangentes a S.

Dados X,Y € X(S5), defina

[X,Y](p) = [?NHN/] (p), (1.11)

onde X ,}7 sao extensoes diferenciaveis de X e Y, respectivamente, a um
aberto U C IR? contendo p. A proposicio seguinte mostra, em particular, que
[X, Y] estd bem definido por (1.11), ou seja, que o lado direito da igualdade

de (1.11) independe das extensoes escolhidas.

Proposicao 1.5 Sejam S uma superficie reqular, x : U C IR* =V C S um
2 2
, 0 0
sistema de coordenadas em S e X = izlaia—w, Y = ZZI bia_ui e X(V), onde
0 0

—— e —— 8ao0 0s campos coordenados associados a X. Entao

6u1 8u2

2 2
. 6()] aaj 8
Em particular, [X,Y] € X(V).

Demonstragao: Seja ¢ : U x (—¢,¢) — IR? dada por

@(ur, uz, ug) = x(uy, uz) + usN (x(ur, uz)),
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onde N é um campo diferenciavel unitario normal a S em V. Temos que

Puy = Xy +u3Nu17

Pug = XU2+U3Nu27

Yus = N.
0 0 ON
onde @y, :—(p, X, _ e N, = , 1 <1< 3. Como Xy, Xy,, IV sdo
! (9uz ! 8ul ! (9u2

linearmente independentes, segue que @y, , Pu,, Pus Sa0 linearmente indepen-
dentes para ¢ suficientemente pequeno. Assim, restringindo U x (—¢,¢) se

necessario, podemos supor que ¢ é um difeomorfismo sobre V=p(U x (—¢,¢)).

— —  ——

o 0 0

81117 6u2 ¢ 8U3

— —_—

Denotemos por os campos coordenados associados a ¢, isto

0
é, a—uz(gp(q)) = pu,(q), 1 <i < 3. Observe que T, = % para 1 <i <2.
P 2
Sejam X = ;aia—m,Y = ;bla—uz extensoes de X e Y, respecti-

vamente. Entao

Portanto,

O

Corolario 1.1 Se S C IR? ¢ uma superficie reqular, x : U CIR* =V C S é

. 0 . .
um sistema de coordenadas e E sao 0s campos coordenados associados
Uyp OJug

o 0
[57%} =

a X, entao
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Demonstragao: Decorre imediatamente de (1.12). 0
Seja ¢ : S — S5 é um difeomorfismo entre as superficies regulares
S1 e Sy. Dado X € X(S) denotamos por ¢, X o campo de vetores tangentes

a Sy dado por . X (¢¥(p)) = dy(p)X,, para todo p € Sj.

Corolario 1.2 Seja v : S1 — Sy um difeomorfismo entre as superficies

requlares Sy e Sy. Dados X, Y € X(S7), temos que
[0 X, . Y] = b [X, Y], (1.13)

Demonstragao: Seja x: U C IR?> — V C S um sistema de coordenadas
2

2

0 0

em S e sejam X, = ai=—,Y), = E b;—— as expressoes de X e Y em

— ou; — ou;
1= K3

V, respectivamente, em termos dos campos coordenados associados a x. Seja

y : U C R* = (V) C ¢(S;) = S o sistema de coordenadas em Sy dado

g 0
por y = ¢ o x. Entao, os campos coordenados —, — associados a y sao
81)1 0212
dados por
0 0
——, 1<i<2.
(91),- w 81112 =1
Logo,
2
_ 0
%X\w(v) = ; “"a_vi’
2
~ 0
YY), = ZZ:; bia_via
onde @; 01 = a; e b; 0 1) = b;. Portanto, (1.13) segue de (1.12). O

Se X é um campo diferenciavel tangente a S e Y é um campo difer-

enciavel ao longo de S, a derivada VY dada por

<§XY>@)=<6§?>@%
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onde X e Y sio extensdes diferencidveis de X e Y, respectivamente, em um
aberto U C IR? contendo p, estd bem definida, uma vez que tal expressao
independe das extensdes X ¢ Y. Se X,Y € X(9), definimos VY € X(5)
por
- T
(VxY) (p) = (VxY) (),

- T ~
onde <V XY> denota a componente tangente de (V XY).

Proposicao 1.6 As sequintes propriedades sao satisfeitas para quaisquer
XY, Z € X(S), f € C>(5) :

a) VixY = fVxY,

b) Vx Y = X(f)Y + fVxY,

c) XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ),

d) VxY — VyX = [X,Y].

Além disso, se V : X(S) x X(S) — X(S) também satisfaz as propriedades

acima, entao V = V.

Demonstracao: Para as propriedades a), b) e d) basta tomar as compo-
nentes tangentes das férmulas a), b) e d), respectivamente, da Proposigao 1.3.
A férmula c) segue imediatamente da férmula ¢) da Proposicao 1.3.Finalmente

a ultima afirmacao segue de forma andloga a Proposicao 1.3. O

Corolario 1.3 Se f : S1 — Sy € uma isometria local entre as superficies
requlares S1 e Sy e V', V? denotam as derivadas de campos de vetores em

S1 e Sy, respectivamente, entdao

£ (VYY) = V3 ( 1.Y. (1.14)
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Demonstragcao: Como f é uma isometria local, podemos definir
VxY =71 (VixhY). (1.15)

para cada X,Y € X(S;). Daf, um célculo direto mostra que V satisfaz as

condigoes a),...,d) da Proposicao 1.6. Por exemplo, a propriedade d) decorre

de
Vi =X = [T (VixfY = Viy[.X)
= [TLX LY
= A Y]) =[X,Y],
usando o Corolério 1.2. Logo, pela unicidade, V = V. O

Uma 1-forma w em S é uma aplicacao diferenciavel
w:S — Upes(T,S)"
P = Wy
A derivada covariante de w é definida por:
Vu(X,Y) = Xw(Y) —w(VxY) (1.16)

para quaisquer X,Y € X(S). O valor de Vw(X,Y) no ponto p € S, onde
w(Y) é definida por w(Y)(p) = w,(Y,) € IR, depende apenas de X, e Y}, logo
faz sentido escrever Vw(X,,Y,), isto é, Vw define, para cada ponto p € S,
uma aplicagao bilinear Vw(p) : 1,5 x T,,S — IR.

A derivada exterior da 1-forma w ¢é a 2-forma definida por:

dw(X,Y) =Vw(X,Y) - Vw(Y, X) (1.17)
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para quaisquer X,Y € X(5). Usando (1.16) em (1.17), obtemos

dw(X,Y) = Xw(Y)—-w(VxY)—-YwX)+w(VyX)

= Xw(Y) - Yw(X) - w(X,Y)) (1.18)

Se w = (w1, ws,ws) é uma 1-forma em S com valores em IR?, defini-

1Mos

dw(X,)Y) = (dw1(X,Y),dws(X,Y), dw3(X,Y))

para quaisquer X,Y € X(S). Decorre de (1.18) que
dw(X,Y) = Vxw(Y) = Vyw(X) — w([X,Y]) (1.19)

para quaisquer X,Y € X(S).

1.3 A segunda forma fundamental

Seja S C IR* uma superficie regular. Dados X,Y € X(5), definimos
~ i
a(X,Y) = (vxy) , (1.20)

~ L ~
onde (V XY) denota a componente normal de VxY. Tomando compo-

nentes normais na equagao
VyY = Vy X = [X,Y]

e usando o fato que [X,Y] € X(S5), obtemos que a(X,Y) = a(Y, X). Por-

tanto, como (6 XY) (p) depende apenas de X, decorre da simetria de a que
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a(X,Y)(p) depende apenas de X, e Y,. Assim, para cada p € S, temos uma
aplicagao bilinear simétrica

o, : T,8 x T,S — (T,,8)*

dada por o, (X,,Y,) = a(X,Y)(p). Se N, é um vetor normal unitario a S em

p, podemos definir o operador A : 1,5 — T, S auto-adjunto por
(AX,, Yy) = (op(Xp, V), Np)

para quaisquer X,,,Y, € T,,S. O operador linear A é chamado de segunda

forma fundamental da superficie regular S.

Proposicao 1.7 AX, = —ﬁxpN para todo X, € T,,S, onde N é um campo

unitario diferencidvel normal a S em uma vizinhanga de p.

Demonstracao: Para quaisquer X, Y, € T,,S temos
(AX,, Yy) = (03X, V), Ny) = (Vi Vi V,) = (—V i, N, ).

g
Se S é uma superficie regular orientada, ou seja, existe um campo
diferenciavel unitario N normal a S, entao o campo N pode ser visto como
uma aplicagao
N:S — S%*1)
p = Ny,

onde S?(1) é a esfera de raio 1 com centro na origem. Tal aplicacao é chamada

de aplicagao normal de Gauss da superficie S. Como o plano tangente a S?(1)
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em N, é ortogonal ao vetor posi¢ao N,, a diferencial d/N,, pode ser vista como

um operador linear
dN, : T,S — T,S ~ Ty, S*(1).

Logo, temos que

IN(p)X, = L(Noc(t))

— —Vy N =—AX,.
dt VX;D p

[t=0

onde ¢: I C R — S é uma curva tal que ¢(0) = p e ¢/(0) = X,,. Assim, o
operador A : T,S — T,S pode ser identificado com —dN (p).

Dado X, € T,S unitério, seja ¢ : I — S uma curva diferenciavel
parametrizada pelo comprimento de arco tal que ¢(0) = p e ¢(0) = X,.

Derivando (¢/(s), N(c(s))) =0, para todo s € I, em s = 0, obtemos
(c"(0), N,) = —(Xp, %XpN> = (AX},, Xp).

Assim, (AX,, X,) é a coordenada da componente normal do vetor curvatura
em p de qualquer curva diferencidvel parametrizada pelo comprimento de arco
c: 1 — Scomc(0) =ped(0) =X, Por esta razao, (AX,, X,) é chamada
de curvatura normal de S em p segundo X, e é denotada por k,(X,). Se
Y, € 1,8 é um vetor unitario tal que {X,,Y,, N,} é uma base ortonormal
positiva de IR?, o escalar k,(p) = (¢"(0),Y,) é a curvatura geodésica da curva

c em p e é denotada por . Assim,
'(0) = (¢"(0), Yp)Y, + (c"(0), Np) Ny = ky(p)Yy + kn(Xp) Np.
Em particular, a curvatura k de ¢ em IR? satisfaz

K2 = |0))? = K2+ k2.
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Como A : T,S — T,S é um operador linear auto-adjunto, decorre
do Teorema Espectral que existem uma base ortonormal {X,,Y,} de T,,S e

k1 < ko € IR tais que
AXp = k’lXp € AY;) = kQ}/;)

Os numeros k; e ky sao, respectivamente, os valores minimo e maximo das
curvaturas normais k,(Z,), Z, € 1,5, e sao chamados de curvaturas princi-
pais de S em p. O produto ki -ky = det A é chamado de curvatura Gaussiana
de S em p e ¢ denotado por K (p). A média 1 (k; +k») ¢ chamada de curvatura

média de S em p e é denotada por H(p).

1.4 Asequacoes de Gauss e Codazzi-Mainardi

Nesta segao obtemos as equagoes de Gauss e Codazzi-Mainardi de uma su-

perficie regular S em IR® e demonstramos o Teorema Egregium de Gauss.

Dados Y, Z € X(S), temos
VyZ =VyZ+a(Y,Z) =VyZ + (AY, Z)N.
Logo,

VxVyZ = VxVyZ+ Vx(AY,Z)N
— VxVyZ+ (AX,VyZ)N + X(AY, Z)N + (AY, Z)Vx N
= VxVyZ + <AVyZ, X>N + <VXAY, Z>N + <AYv, VXZ>N

—(AY, Z)AX, (1.21)
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para quaisquer XY, Z € X(S5). Analogamente,

61/6)(2 =VyvVxZ + <AVXZ, Y>N

+ (VyAX,Z)N + (AX,VyZ)N — (AX, Z)AY. (1.22)

Além disso,

%[X,Y]Z = V[ij]Z + <A[X, Y], Z)N (1.23)

para quaisquer XY, Z € X(S). Tomando as componentes tangente e normal
na equacao

VxVyZ —~VyVxZ —Vixy)Z =0

e usando as equagoes (1.21), (1.22) e (1.23), obtemos

VxVyZ = VyVxZ — Vixy1Z — (AY, ZYAX + (AX, Z)AY =0 (1.24)

(AVyZ, X) + (VxAY,Z) = —(AY,VxZ)+ (AVxZ,Y) (1.25)

+(VyAX, Z) + (AX,VyZ) + (A[X,Y], Z).
Como A é auto adjunto decorre da expressao (1.25) que
VxAY — VyAX = A[X,Y],
para quaisquer X,Y € X(S5), ou, equivalentemente,
VxAY — VyAX = AVxY — AVy X, (1.26)

a qual é chamada de equacdo de Codazzi-Mainardi .
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A expressao
R(X,Y)Z :=VxVyZ -=NyVxZ —Vixy|Z (1.27)
¢ chamada de tensor de curvatura relativo a V. Obtemos de (1.24) que
R(X,Y)Z = (AY,Z)AX — (AX, Z)AY, (1.28)

a qual é chamada de equacdo de Gauss . Em particular, se X, Xy formam

uma base ortonormal de 7},S, entao
<R(X1, XQ)XQ,X1> = detA = K(p)

Teorema 1.1 (Egregium de Gauss): Seja f : Sy — Se uma isometria local.

Entao

K*(f(p)) = K*(p)
para todo p € Sy, onde K' denota a curvatura gaussiana de S;, 1 =1,2.

Demonstragao: Sejam XY, 7 € X(S;). Como [f.X, f.Y] = f.X,Y],

temos

RNfX, L) Z = N5 xViyfZ =V V2 2 =V x gl Z
= LVXVYZ = VYV Z - [V Z

= f*(Rl(Xa Y)Z)>

onde R' denota o tensor de curvatura relativo a V¢, i = 1,2. Assim, escol-

hendo uma base ortonormal {X,,Y,} de 7,51, temos que { f.X,, f.Y,} é uma
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base ortonormal de T, S e, portanto,

K2(f(p)) = <R2(f*vaf*Y;7)f*va f*Xp> = <f*R1(XpaYp)Ya f*Xp>

= <R1(XpaY;7)Y;>>Xp> = Kl(p)-

1.5 Teorema Fundamental das Superficies

Nesta secao definimos os coeficientes da primeira e segunda formas funda-
mentais com respeito a um sistema de coordenadas e exprimimos as equagoes
de Gauss e Codazzi-Mainardi em termos de tais coeficientes. Em seguida
enunciamos o Teorema Fundamental das Superficies, segundo o qual uma
superficie fica determinada, a menos de sua posi¢ao no espacgo, por fungoes

satisfazendo tais equagoes.

Definicdo 1.4 Sejam S uma superficie regular e x : U € R* — S um
sistema de coordenadas. Os coeficientes da primeira forma fundamental,

com respeito ao sistema x, sao as funcgoes diferencidveis F, F, G dadas por
E=(XuXu), F=XuXu), G=(Xu,Xu,)

Se N é um campo diferenciavel unitario normal a S, os coeficientes da segunda

forma fundamental com respeito a x e N sao dados por

e:<XU1u17N>7 f:<xu1u27N>7 g:<XUQu27N>-
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Aplicando as equagoes de Gauss (1.28) e Codazzi-Mainardi (1.26)

aos campos coordenados — e —— associados ao sistema de coordenadas x :
Uy U2

U Cc R* — x(U) C S obtemos o seguinte sistema de equacdes diferenciais

parciais
( €g — f2 2 2 1 12 1 12 2 \2 1 72
_EEG ) = (F12)U1 - (FH)uz + Tl — I + (F12> — Iy 15,
Cuy — Juy = 611%2 + f(I% - F%l) - gF%la (1’29)
Jur = Gur = QF%Q + f(F§2 - Fb) - gF%Q?

\

onde Ffj sao os simbolos de Christoffel da superficie S dados por

o L0 ., 0

v% 8u1 1 8u1 + 11(9162,
0 0 0

Vio—=I— +T%,~—

%8152 12 E)ul + 12 81/@7
0 0 0

— =T, — 4T =
V% 8u2 22 8u1 + = 3u2

Reciprocamente, temos o seguinte resultado fundamental da teoria

de superficies (cf. [13]).

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental das Superficies). Sejam E, F,
G, e, f, g funcoes diferencidveis definidas em um subconjunto aberto e sim-
plesmente conezo V. C IR%, com E > 0 e G > 0. Suponha que estas funcées
satisfacam as equacoes de compatibilidade (1.29) e que EG — F? > 0. Entdo
existe um difeomorfismo x : U — x(U) C R?® tal que a superficie regqu-
lar x(U) C R? possue E, F, G ee, f, g como coeficientes da primeira e
sequnda formas fundamentais, respectivamente. Além disso, se V' € conezo

eseX:V — xX(V) C R® € outro difeomorfismo satisfazendo as mesmas
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condicoes, entao existem uma translacao T e uma transformacdo linear or-

togonal p em IR? tais que X =T o pox.

Em particular, seja x : U ¢ R? — x(U) C S um sistema de

coordenadas principal. Defina vy, ve, Vi, Va, hiy € hoy por

1 81}2 1 81)1

2 2
E:U1,G:U2,€:Ul‘/1,g:1]2‘/27 h12:__a e Nog = ——.

U1 0uy V2 OUg
Observe que as curvaturas principais de S em x(U) sao dadas por

k‘lzﬁ 6]432:&.
(%1 (%)

(1.30)

0
Sejam Xy, X, campos unitarios definidos por e =11 X; e s = U5 X5.

(51 U9
Entao
10 1 0
VoXo = (VaoXo, X)) X1=(Vo—- ———)X
% 2 < % 2 1> ! < 6%11)28112’1)18U1>
1 o 0 1 o 0
= o =) X1 = —(V o —— )X,
ViVy | Pur Qug Ouy ViVy - Puz Quy Ouy
1 181}% 1 0un,
= X = — X =y X
'U1U228U2 ! (%) 8U2 ! 2D
logo
0 0
VL = VLUQXQ = ﬂ)(2 +’02h21X1
Ouq aU2 Ouy au
1 Ovy O 0
— __2__{_%}@1_
UzaulaUQ (%1 8U1

(%1 8 (%) a
= —hp—+ —hy—,
Vo 12 aUQ U1 2 8u1

U2 U1
portanto '}, = —hyy e T2, = —hys.
U1 U2
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Os demais simbolos de Christoffeel podem ser obtidos a partir destes.

As equagoes de Gauss e Codazzi-Mainardi (1.29) reduzem-se entao a

( Ohia  Oho
—L 4+ =0
o, + ou, + ViVa
81)1
= —h
e 212
% = h12vy (1.31)
8u1
Vi
= = hy Vi
e 21 V2
oV,
RS
\ Duy 12Vi

Neste caso, o Teorema Fundamental das Superficies fica:

Teorema 1.3 (Teorema Fundamental das Superficies). Seja (v, vs,
Vi, Va, hia, hoy) uma solugao do sistema (1.31) em um subconjunto aberto
e simplesmente conexo V C IRZ, com vy > 0 e vy > 0. Entao existe um
difeomorfismo x : V. — x(V) C IR?, o qual é um sistema de coordenadas
principal na superficie reqular x(V') em rela¢ao ao qual os coeficientes da
primeira e sequnda formas fundamentais sao dados por (1.30). Além disso,
se'V é conero e seX: V — X(V) C R® € outro difeomorfismo satisfazendo
as mesmas condi¢oes, entao existem uma translagao T e uma transformacao

linear ortogonal p em IR® tais que X =T o pox.

1.6 Gradiente, Hessiano e Laplaciano

Se ¢ : S — IR é uma fungao diferenciavel definida na superficie regular

S c IR?, o gradiente s7¢(p) de ¢ no ponto p € S é o vetor de T,S definido
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por:
dp(p)Xp = (Ve(p), Xp)

para todo X, € T,,S.

E conveniente obtermos uma expressao para /¢ (p) em coordenadas.

Proposicao 1.8 Sejam x : U C R* — x(U) C S um sistema de coorde-

nadas e ¢ : S — IR diferenciavel. Entao o gradiente de ¢ € dado por:

Gp, — Fo,\ 0 Fop,—FEp,\ 0
_ 9 (L B O 1.32
Ve (<ﬂ§—F2)8u (E?—F2 B (1.32)
onde E,F e G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental com re-
0 0

speito a X, o, = 8—(goox_1) e, = 8—(gp ox ).
u v

Demonstracao: Escrevendo

temos

Pu F a
o F b
ou seja,
a 1 G -—-F Du
 EG - F?

b -F F o
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Logo, vale (1.32). 0

E fécil ver de (1.32) que

2 _
|7 ll” = 0 — 72 : (1.33)
e que, dadas duas funcoes diferencidveis ¢, 1) : S C R* — IR,
Eoyby — F(outhy + oothu) + Gouthy
(Ve, VY) = ( ) : (1.34)

EG — F?

Lema 1.2 Um campo Z em uma superficie reqular é (localmente) um campo

gradiente se, e somente se,

(VxZ,Y) = (VyZ,X) (1.35)

para quaisquer X, Y € X(S).

Demonstragao: Defina a 1-forma w por w(T) = (Z,T). Entao

dw(T, W) = TwW)—-Wuw(T) - w([T,W])
= (N Z W) +(ZNW) = (VwZ,T) —(Z,NwT) — (Z,[T,W])
Portanto as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

(7) Vale (1.35); (ii) w é fechada; (ii7) existe localmente ¢ tal que w = dy;

(iv) existe localmente ¢ tal que Vi = Z. O
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Definicao 1.5 O Hessiano Hess ¢ da funcao diferenciavel ¢ : § — IR é

definido por

Hess o(p)(Xp, Yp) = v (de)(p)(Xy, Yp)

Observagao 1.2 (1) Se ¢ : I — S é uma geodésica com c(0) = p e
d(0) = X, entdao Hessp(p)(X,, X,) = ¢”(0).

(2) Hess p(X,Y) = Xdp(Y)—dp(VxY) = XY (p)—(VxY)(p) = X(Ve,Y)
— (v, VxY) = (Vx vV ¢,Y). Assim, o operador linear Hess ¢(p) induzi-
do pela aplicagao bilinear Hess ¢(p) é dado por Hess o(p)(Xp) = Vx, Vo
para todo X, € T,,S;

(3) Hess ¢ é simétrico, pois

Hess o(X,Y) — Hess (Y, X) = XY(p)—VxY(p) —YX(p)+ VyX(p)
= XY(p) = YX(p)— VxY(¢) + VyX(p)

= ([X,Y] = (VxY + VyX))(p) =0

Definicdo 1.6 O Laplaciano Ay da funcao diferencidvel ¢ : S € R* — R

é definido por
Ap(p) =tr(Hess o(p)) = Hessp(X1, X1) + Hessp(Xa, Xo)
onde {X;, X5} é uma base ortonormal de 7,,S.

Observacao 1.3 Sejam S uma superficie regular, x : U € R? — x(U) C S

um sistema de coordenadas em S e E, F' e G os coeficientes da primeira forma
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fundamental de S associados a x. Entao um célculo longo mas direto mostra
que o Laplaciano Ag da fungao diferencidavel ¢ : V =x(U) C S — R é

dado por
YT VEG P \ou\VEG_F?)  w\VEG_F?))

Em particular o Laplaciano Ay da funcao diferencidvel ¢ : V C R*> — R
em relacao ao sistema de coordenadas cartesianas em V' é dado pela expressao

usual



Capitulo 2

Superficies Isotérmicas em R?

Neste capitulo introduzimos a classe de superficies isotérmicas que estudare-
mos no restante deste trabalho. Mostramos que tal classe é invariante por
inversoes e inclui, por exemplo, as superficies com curvatura média con-
stante, as qudadricas e as superficies cujas linhas de curvatura tém curvatura

geodésica constante, em particular, as ciclides de Dupin.

2.1 Aplicagoes conformes

O objetivo desta secao ¢ introduzir alguns fatos béasicos sobre aplicagoes
conformes entre subconjuntos abertos do espago Euclidiano. Iniciamos com
um resultado elementar de algebra linear. Lembramos que o angulo (nao-

orientado) entre dois vetores v, w de um espago vetorial munido de um pro-

(v, w)

duto interno (, ) é o tnico numero real § € [0, 7] tal que cos 0 = Tolfe]
v||w

33
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Denotamos 0 = Z(u,v).

Proposicao 2.1 Seja T: V — W uma transformacao linear entre os es-

pacos vetoriais com produto interno Ve W. Sao equivalentes:
(a) T preserva angulos, i.e., Z(Tv, Tw) = Z(v,w) para quaisquer v,w € V.
(b) Eziste A > 0 tal que |Tv| = Mv| para todo v € V.
(c) Emiste A > 0 tal que (Tv, Tw) = \*(v,w) para quaisquer v,w € V.

(d) Ezistem X\ > 0 e uma base {v1,...,v,} de V tais que (Tv;,Tv;) =

A (v;,v5) para quaisquer 1 <i,j < n.

Demonstragao: A equivaléncia entre (¢) e (d) e as implicagoes (¢) = (b)
e (¢) = (a) sao de verificagao simples. Provemos as seguintes implicagoes:

(b) = (c) Usando a identidade de polarizacao, temos para v,w € V :

1 1
(Tv,Tw)y = £—1|T11+Tw|2—4—1|T11—Tw|2

1 1
= T+ — [T~ w)P
1 1
= Xl +ul — Ho—uf)
= M(v,w).

(a) = (c) Seja {ey,...,e,} uma base ortonormal de V. Como T preserva
angulos, os vetores T'(ey), ..., T(e,,) s@o dois a dois ortogonais. Dados i # 7,
o angulo 0 = Z(e;, e; + ¢;) é dado por

iy &1 j 1
0039:—<e ¢+ ¢) = —

leilles +ej] V2
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. ™ ~
ou seja, # = T Usando novamente que T preserva angulos, temos

(T(e:), Tleite5)) 1
|

e dai
(T(e:), T(e)) 1
Tl Vi

Como os papéis de e; e e; sao permutdveis, temos também

T(es)| = (e +¢5)].

1
T(ej)| = E|T(€z‘ +¢5)]
e assim deduzimos que |T'(e;)| = |T'(e;)| para quaisquer 1 < 4,5 < n. Con-
cluimos agora facilmente que (c¢) se verifica com A = |L(e;)|. 0

Uma transformagao linear 7' : V. — W que satisfaz uma das (e,
portanto, todas as) condigdes da Proposi¢ao 2.1 é chamada de uma semel-
hanca de razao . E f4cil ver que uma semelhanca 7' : V — W de razao A
¢ a composta de uma transformacao linear ortogonal R : V — W e uma

homotetia H de razao A dada por H(w) = Aw para todo w € W.

Definicao 2.1 Uma aplicagao diferenciavel f : U — V entre subconjuntos
abertos de IR" é conforme se df(p) : IR" — IR" é uma semelhanca para

todop e U.

Se f: U — V é uma aplicacao conforme entre os abertos U,V C R",
a funcao A : U — IR, que a cada p € U associa a razao de semelhanca
A(p) de df(p) é chamada de fator conforme da aplicacao f. Observe que

A U — IR, é uma funcao diferencidavel. De fato, se X é um campo
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de vetores diferencidvel unitério em U entao A(p) = |df (p)X (p)| para todo
pelU.

Se f: 5] — S, é uma aplicacao diferencidavel entre superficies re-
gulares de IR?, diz-se que f é conforme se df(p): T,S1 — TSz ¢ uma
semelhanca para todo p € 5.

A proposicao seguinte mostra que as aplicagoes conformes entre sub-
conjuntos abertos do plano sao precisamente as aplica¢oes holomorfas e anti-

holomorfas.

Proposigao 2.2 Seja F: U C R* — R?, F(x,y) = (u(z,y),v(z,y)), uma
aplicagao diferencidvel. Entao F' € conforme se, e somente se, ' = u + iv :

UcCC — C € holomorfa ou anti-holomorfa.

Demonstracao: Pela Proposicao 2.1, F' é conforme se, e somente se,

<2_1;($’y),g_i(x,y)) — <%—§(m,y),g—§($,y)> e <g—i(x,y),%—§(x,y)> =0

para todo (x,y) € U, ou equivalentemente,
ui—i—vi :u§+vz,
Uy Uy + V0, = 0.
A segunda equacao é equivalente a (uy, v;)L(uy, vy), ou seja, a

Uy = —Qy,

Uy = QUy,
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para alguma funcao diferenciavel o : U — IR. Usando a primeira equacao

em (2.1), obtemos que F é conforme se, e somente se,

Uy = —y Uy = Uy
ou )
Uy = Uy Up = —Uy
ou seja, se, e somente se, F' = u + v é holomorfa ou anti-holomorfa. a

Considere, em particular, a aplicacao anti-holomorfa

I:C-{0} — C
Z — i
Z

Vista como aplicacdo de IR* — {0} em IR?, temos que I é dada por

1
I(x,y) = m(ﬂ%y),
ou seja,
p
I(p) = e

Geometricamente, I(p) é o tinico ponto da semi-reta que liga 0 a p tal que

|1 (p)||p| = 1.

A aplicagao I é chamada de inversao em relagao ao circulo com centro em
0 € IR? e raio 1. Mais geralmente, a inversio em relacdo & esfera S(po;r)

com centro em py € IR™ e raio r é definida por

I:R" —{po} — R"—{po}

7,2

p = po+t—=(P—po). 2.2
0 |p_p0|2( 0) ( )
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Analogamente ao caso do plano, I(p) é o tnico ponto da semi-reta que liga
po a p tal que

11(p) — pollp — po| = 1.

Em particular, I(p) = p para todo p € S(po;7) e I? = id.

Proposigao 2.3 A inversao I : R™ — {py} — R" — {po}, relativa a esfera
2
,

S(po;r), € um difeomorfismo conforme com fator conforme \(p) = |—|2
P —Do
Demonstragao: Seja c: (—¢,e) — IR" — {po} uma curva diferencidvel tal

que ¢(0) =p e d(0) = X,,. Entao

dl(p)- X, = (Ioc)(t)

|t=0

" (v - 2 )

<(0) — poP (@) — poP o
r? ( 2(p — po, Xp) )
- (xR Peel,
lp — pol? 8 [P — pol? ( 2
2
r
= — 7P X,,
p—pol?” 7"
onde
2(p — po, Xp)
PpXp = Xp — ]p——poPp(p — Po)- (2.3)
Um célculo direto mostra que P, é uma isometria. Assim,
4
r
(dI(p) - Xp,dI(p) - Y,) = m(Pp(Xp)>77p(Y}>)>
et
= ——(X,,,Y)).
|p o p0‘4< p P>

O fato de I ser um difeomorfismo decorre de I? = id. O
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O seguinte teorema mostra que, em contraste com o caso do plano,
a classe de aplicacoes conformes entre abertos de IR" com n > 3 é bastante

restrita.

Teorema 2.1 (Liouville). Seja T : U C R" — IR" (n > 3) uma aplicagao
conforme, onde U é um subconjunto aberto conexo de IR". Entdo existem

uma inversao I e uma semelhanga S tais que T = 1o S)y.

Demonstracao: Ver [13]. 0

2.2 Sistemas de coordenadas isotérmicos

Nesta secao definimos sistemas de coordenadas isotérmicos em uma superficie
regular S C IR®. Mostramos que a existéncia de tais sistemas de coordenadas
em uma superficie é equivalente a existéncia de solugoes de um sistema de

equacoes diferenciais parciais conhecido como equacoes de Beltrami.

Definicdo 2.2 Seja S C IR? uma superficie regular. Um sistema de coor-
denadas x : U € IR* — x(U) C S é dito isotérmico se x é uma aplicacio

conforme.

Usando a Proposigao 2.1-d), obtemos a seguinte caracterizacao dos
sistemas de coordenadas isotérmicos em termos dos coeficientes da primeira

forma fundamental.
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Proposicao 2.4 Seja S C IR® uma superficie regqular. Um sistema de co-
ordenadas x : U C R? — x(U) C S € isotérmico se, e somente se, 0s

coeficientes da primeira forma fundamental satisfazem E =G e F = 0.

Corolario 2.1 Seja x : U C R* — x(U) C S um sistema de coordenadas

isotérmico na superficie reqular S C IR®. Defina o, : x(U) — IR por

ox(u,v))=u e P(x(u,v)) =wv. (2.4)

Entao
|Vl = vl #0, (2.5a)
(v, ) = 0. (2.5b)

Reciprocamente, se p,0 : V. C S — IR sao funcgoes diferencidveis no
aberto V. .C S satisfazendo (2.5), entdo para cada ponto p € V existem
um subconjunto aberto V C V e um sistema de coordenadas isotérmico

x:U CR?—V tais que ¢, sao dadas por (2.4).

Demonstracao: Usando as equagoes (1.33) e (1.34), obtemos que os coe-

ficientes da primeira forma fundamental sao dados por

_vep

2
. Cro v L [vel

E
A ’ A

onde A= |7 p*| v ¥|? — (v, V). As equacdes (2.5) decorrem entdo da
Proposicao 2.4.

Reciprocamente, defina y : V' — IR? por y(q) = (¢(q),%(q)). Como

dy(p) X, = ((Ve(p), Xp), (VY (p), Xp))
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temos que dy(p)X, = 0 se, e somente se, X, = 0, pois {7¢(p), v¢(p)} é

uma base ortogonal de 7,,S por (2.5). Pelo teorema da fungéo inversa, existe
um aberto V C V contendo p tal que Y| V — U é um difeomorfismo.

Basta agora definir x = (y‘f/)_l. 0

Proposicao 2.5 Sejax : U C IR? — x(U) C S um sistema de coordenadas
na superficie reqular S C IR*. Entdo ¢, : x(U) — IR satisfazem (2.5) se

e, somente se, @, Y satisfazem as equagoes de Beltrama

ESOU _F(Pu :wuv

FQDU _GSOU :¢v-

(2.6)

Demonstragao: Pela equagao (1.34) temos que

Ep,, — F(‘PU¢U + ¢v¢U> + Gouthy
EG — F? ’

(v, Vi) =

Logo, vale (2.5b) se, e somente se,

Epyhy — F(puths + 0uthu) + Goutpy = 0,
ou seja,
Uo(Epy — Fopu) = Yu(Fpy — Gpu) = 0,
ou ainda,
(Bpo — Fou, Fou, — Gou), ($u, =) = 0.

Portanto, (2.5b) é equivalente a existéncia de uma funcao diferenciavel p :

U — IR tal que
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ou seja,

E F Py Yy
I =
F G —Pu 1/}1)

A equagao acima é equivalente a

Po . 1 G —F wu
—p,) WEG=E\_pop )\,
ou seja,
. _lev - qu
T L VEG = B2 2.8)
1L F, — Gy '

=BG

Agora, usando (2.7) e (2.8) obtemos

%ﬂﬂu - @v¢u _ 2

e MVl
@u¢v - vawu _ _l|vw|2 .
VEG — F? 1

Usando (2.5a) obtemos que p? = 1. O

Observagao 2.1 1)A condigao de integrabilidade @, = ¢y, de (2.8) impli-

ca:
2 (El/}v _qu) o 2 (va —Gl/)u>
o \VEG—F2) Ou\VEG—-F?)’

ou seja, Ay = 0; em outras palavras ¢ deve ser uma fun¢do harmoni-

ca. Analogamente, Ay = 0. Assim, um sistema de coordenadas isotérmico
x: U C R* — x(U) C S em uma superficie regular S C IR® fica deter-

minado por um par de fungdes harmoénicas ¢, v : x(U) — IR satisfazendo
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(Veo, V) = 0;

2) Se o sistema de coordenadas x ja é isotérmico, ou seja, E = G = ) e

F =0, entdo o sistema (2.6) reduz-se a

Py = wu
Py = _¢v7

ou seja, ¢ + i1p é uma fungao holomorfa.

Para a demonstracao da existéncia de solugoes das equacgoes de Bel-
trami, veja [14]. Assim, do Corolario 2.1 e da Proposigdo 2.5 obtemos o

seguinte resultado.

Teorema 2.2 Toda superficie reqular S C IR*® admite localmente sistemas

de coordenadas isotérmicos.

2.3 Redes Isotérmicas

Nesta secao introduzimos a nocao de redes isotérmicas em uma superficie
regular S C IR®. Caracterizamos, em termos dos coeficientes da primeira
forma fundamental, quando as familias de curvas coordenadas de um sistema
de coordenadas ortogonal determinam uma rede isotérmica. Caracterizamos
ainda tais redes em termos das curvaturas geodésicas de suas curvas integrais.

Uma distribuicao E de retas em uma superficie regular S é uma
aplicagao que a cada ponto p € S associa um subespago unidimensional

E(p) € T,S. Dizemos que a distribuicdo E ¢ diferencidvel se, para cada
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ponto p € S, existem uma vizinhanca U C S de p e um campo de vetores
diferencidvel X definido em U tais que X(q) gera F(q) para todo ¢ € U.
Uma rede ortogonal diferencidvel de retas em S é um par & = (E, Ey) de
distribuigoes diferencidveis de retas tal que E;(p) e Es(p) sao ortogonais para

todop € S.

Definigao 2.3 Uma rede ortogonal diferencidvel €& = (Ey, Es) de retas em
uma superficie regular S é isotérmica se, para todo ponto p € S, existem
uma vizinhanga aberta U C S de p e um sistema de coordenadas isotérmico

x: U Cc R? — x(U) C S cujas curvas coordenadas sio as curvas integrais

de E1 (§ EQ.

Exemplo 2.1 Decorre da Proposicao 2.2 que as redes isotérmicas em um
aberto U C IR? sdo precisamente aquelas cujas curvas integrais sdo as cur-
vas de nivel das partes real e imaginaria das fungoes holomorfas ou anti-

holomorfas definidas em U.

A proposicao seguinte caracteriza, em termos dos coeficientes da
primeira forma fundamental, quando as familias de curvas coordenadas de

um sistema ortogonal determinam uma rede isotérmica.

Proposicao 2.6 As familias de curvas coordenadas de um sistema de co-
ordenadas ortogonal determinam uma rede isotérmica se, e somente se, 0s
coeficientes da primeira forma fundamental de S com respeito a tal sistema

satisfazem

0? E
Sude (log 5) = 0. (2.9)
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Demonstracao: Suponha que x : I x J — S seja um sistema de coor-
denadas ortogonal satisfazendo (2.9). Entao existem fungoes f: I — R e

g:J — IR tais que

1 E(u,v)

0g Glu ) =log f(u) — log g(v), para quaisquer u € I, v € J.

Logo, existe uma funcao diferenciavel A : I x J — IR tal que

= = M u,v), para todo (u,v) € I x J.

Considere agora a mudanca de coordenadas

a:/mdu, ?]:/Mdv.

Entao
X_Xdu_ X, N de_ X,
A O MRV
Assim,
E‘(u, v) = (xg,Xg) = E(u, v) = MNu,v) = G (u,v) = (x3,X5) = é(u7 v),

portanto (@, v) definem um sistema de coordenadas isotérmico pela Proposigao

2.4. A reciproca é trivial. ad

Exemplo 2.2 Seja x(u,v) = (senucosv, senu sen v, cosu) o sistema de co-
ordenadas usual da esfera S? C IR? cujas curvas coordenadas sdo os paralelos
e meridianos. Note que este sistema de coordenadas nao é conforme, pois os

coeficientes da primeira forma fundamental sao E(u,v) = 1, F(u,v) =0 e

du
sen u

u
G(u,v) = sen*u. No entanto, fazendo u; = —/ = log coth 5 €U =10,
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obtemos uma parametrizagao conforme da esfera cujas curvas coordenadas

sao ainda os paralelos e meridianos, conhecida como projecao de Mercator.

Na seguinte proposi¢ao caracterizamos redes isotérmicas em uma
superficie regular em termos das curvaturas geodésicas das suas curvas inte-

grais.

Proposicao 2.7 Seja € = (Fy, Ey) uma rede ortogonal em uma superficie
reqular orientada S. Entdo £ € isotérmica se, e somente se, as curvaturas
geodésicas k:; e kg das curvas integrais de Fy e F, respectivamente, satis-

fazem

Y(ky)+ Z(k2) =0,

onde {Y,Z} é um referencial ortonormal local positivo de S tal que Y gera

Ey e Z gera Es.

Demonstragao: Seja x : U C R> — x(U) C IR um sistema de coor-
denadas ortogonal positivo cujas curvas coordenadas sao as curvas integrais

0 0
de E; e Es, respectivamente. Entao Foie AY e 90 = BZ onde A=vVFEe
u v

B =V G. A curvatura geodésica k; de uma curva coordenada v = vy é

1

- B 10 1 1 0 10
kg — <VY}/, Z> — <V1 9 %%7 E%>

1010, 1
Tou Aou’ Bov' — ‘A?
1 3 0

~ A’B <V6% ou’ %>

\Y

Mas

o 0
(V%%,%>
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Logo,
1
1 —_— ——
k, ABAv'
Analogamente, k:; = ﬁBu. Agora note que:
10 1., 1 1
Y (k! — (kY =—=[(-=).4 A
(e = Fguka) = =3l Zp A + g e
e
10 1.1 1
Z(k? — (k) = =[(==)oBy + —= Bu].
(hy) = Bau k) = Blgp) Bt Zp0ul
Por outro lado,
0? o (A) 0 (Au B Bu) _ Aw  AA, By N B.B,
ouwov OB’ " ov A BT A A B B
Concluimos que
1 0? E
Y (k) + Z(k2) = — log —.
(kg) + 2(kg) = =0 == 3.30'9 &
O resultado decorre entao da Proposigao 2.6. ad
Corolédrio 2.2 Seja & = (Ey, Ey) uma rede ortogonal em uma superficie

reqular orientada S. Se as curvas integrais de Fy e Ey tém curvatura geodésica

constante, entao £ € isotérmica.

Exemplo 2.3 Decorre do Corolario 2.2 que qualquer rede ortogonal em IR?

tal que as curvas integrais de ambas as distribuicoes sao arcos de circulos ou

segmentos de retas é uma rede isotérmica.

Corolério 2.3 Se £ = (E1, Ey) ¢ uma rede isotérmica tal que as curvas

integrais de Ey tém curvatura geodésica constante, entdo o mesmo vale para

as curvas integrais de Fs.
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2.4 Tensores de Codazzi

Definimos nesta secao tensores de Codazzi em uma superficie regular S C IR?.
Obtemos algumas propriedades bésicas de tais tensores e caracterizamos, em
termos de seus autovalores, quando a rede ortogonal formada por seus au-
toespagos (em um subconjunto aberto no qual tais autovalores sao distintos)
¢ isotérmica.

Um tensor ® em uma superficie regular é uma aplicacao que a cada
p € S associa um operador linear ®(p) : 7,5 — T,S. Dizemos que ¢ é
diferenciavel se para cada p € S existe um aberto U C S contendo p tal que,
para cada campo de vetores diferencidvel X em U, o campo p — ®(p) X (p) é

também diferencidvel.

Definicao 2.4 Um tensor diferencidvel ® em uma superficie regular S é um

tensor de Codazzi se

Vx®Y —dVxY =VydX — OV X (2.10)
para quaisquer X,Y € X(S).
Lema 2.1 Seja ® um tensor diferencidvel com autovalores distintos \, i em
uma superficie reqular orientada S. Sejam Ey\ = ker (P—\I) e £, = ker (d—

pl), e seja {X,Y} um referencial ortonormal positivo em S tal que X gera

E\ eY gera E,. Entao ® € um tensor de Codazzi se, e somente se,

X(p) =B — p),

Y(A) = ald —p),

(2.11)
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onde a,, 3 : S — IR sao as curvaturas geodésicas das curvas integrais de X

e Y, respectivamente.

Demonstragao: Temos que

VXX =aY
, (2.12)
VyY = —pX

logo,
VxYV =(VxV, X)X = —(VxX, )X =—(aY, V)X = —-aX (2.13)
e, analogamente,
VyX =Y. (2.14)
Usando (2.12), (2.13) e (2.14), obtemos que (2.10) é equivalente a (2.11). O

Proposicao 2.8 Seja & um tensor de Codazzi com autovalores distintos
A, 1, em uma superficie regular orientada S. Sejam E\ = ker(® — \I),
E, =ker(® —ul) e seja {X,Y} um referencial ortonormal positivo em S tal
que X gera Ey e Y gera E,. Entdo € = (E\, E,) € uma rede isotérmica se,

e somente se,

20X (W)Y () + OX (V)Y (p) + VY ()X (p) — pwHess (X, Y) =0, (2.15)

-2
onde X =Y(1—p) e p=1v(1+p) (ou seja, 2¢p = X+ p, p:Z+)\)'

Demonstracao: Sejam « e (§ as curvaturas geodésicas das curvas integrais

de F)\ e E,, respectivamente. Pelo Lema 2.1, ® ¢ um tensor de Codazzi se,



Tensores de Codazzi 50

e somente se,

a=A=p) YN, B=0A-p X ().

Y(B) = YA =) X () + (A= )Y X (1)

= (A=) (X WY (1) = X (W)Y (X)) + (A= )Y X ().
Usando o item d) da Proposicao 1.6 e (2.14) obtemos

YX(p) = XY(u) = VxY(p)+ VyX(p)

= Hess u(X,Y) + BY ().
Da,

Y(8) = A=) (X ()Y (1) =X ()Y (\)+A—p) " (Hess u(X,Y)+6Y (1),
e analogamente

X(a) = A=) (X ()Y () =X NY (V) +(A—p) " (Hess A(X,Y)—aX (X))
Portanto

1O B (X () + Y (8))
_ %X(u)ym) _ %X()\)Y()\) _ <” - A) (“ + A) Hess (#) (X,Y).

w4 A 2
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Note agora que

SX (Y (1) = ZX )Y )
- 1 (%) (XN + X () (Y (A) + Y (1)

1 1
+ 5 (5 ) e+ X ) = ()
+ 5 (5 ) 0+ Y00 G - ()

>
+
=

> 7~ N
=
= -l-‘ |
>
"
P
> 7N
>
w‘—i—
=

b.<
=~
7N
>
w‘—l—
=
~~

>
+ o
=

M ‘

+
e
N—— N >
D
VR
N |+
=
N———
VRN
==
+ | |
P
N——

“

Pela Proposicao 2.6, £ = (E), E,,) é uma rede isotérmica se, e somente se,
X(e) +Y(B) =0,

ou seja, £ = (E), E,) é uma rede isotérmica se, e somente se, vale (2.15). O

Corolario 2.4 Seja ® um tensor de Codazzi com autovalores distintos A\, p
em uma superficie regular orientada S. Sejam E\ = ker(® — ), E, =
ker(® — pl). Se o trago 2¢p = X+ p de ® € uma fungdo constante em S,

entdo € = (Ey, E,) € uma rede isotérmica.

Proposicao 2.9 Seja ® um tensor de Codazzi com autovalores distintos
A p. Sejam Ey = ker(® — M) e E, = ker(® — pl). Se A € constante ao
longo das curvas integrais de Ey (isto é, X(\) = 0 para todo X € E)), entao

as curvas integrais de Ey tém curvatura geodésica constante.
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Demonstracao: Seja {X,Y} um referencial ortonormal local positivo tal

que X € EyeY € E,. Sejam o, € C®(5) as curvaturas geodésicas das

curvas integrais de E e E,, respectivamente, ou seja,
VxX =aY e VyY=-0pX.

Pelo Lema 2.1, temos que

X(pu) =B = p),
Y(A) =ald—p)
Agora,
XY(\) = [X,Y](\)+YX(\) = [X,Y](\)
= VxY(\) = VyX(\) = —aX(\) — BY ()
= —BY(A) = —Ba(A —p),

X(aA=p) = X(a@)(A—p)+aX(A—p)
= X(a)(A—p) — aX(p)

= X(a)(A—p) — aB(A = p).
Assim, de (2.17), (2.18) e (2.19) obtemos que
X(a)(A - ) =0,

ou seja, X (a) = 0.

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

O

Como conseqiiéncia da Proposicao 2.9 e do Corolério 2.2, obtemos:



Superficies Isotérmicas; exemplos 53

Proposicao 2.10 Seja ® um tensor de Codazzi com autovalores distintos
A, b em uma superficie reqular orientada S. Sejam E\ = ker(® —\I) e E, =
ker(® — pl). Se A é constante ao longo das curvas integrais de Ey e pn é
constante ao longo das curvas integrais de E,, entdo (E\, E,) € uma rede

1sotérmica em S.

2.5 Superficies Isotérmicas; exemplos

Nesta secao introduzimos a classe de superficies isotérmicas que estudaremos

no restante deste trabalho, e damos varios exemplos de tais superficies.

Definicdo 2.5 Uma superficie regular S C IR? é isotérmica se, no subcon-
junto aberto de S formado pelos pontos nao umbilicos, a rede ortogonal
determinada por suas linhas de curvaturas é isotérmica. Equivalentemente,
S é isotérmica se, em uma vizinhanca de qualquer ponto nao umbilico, existe
um sistema de coordenadas isotérmico cujas curvas coordenadas sao linhas

de curvatura.

Mostraremos em seguida que a classe das superficies isotérmicas é
. . . ~ 3 . . .
invariante por inversoes em IR”. Para isso, precisamos de alguns fatos gerais
sobre inversoes.
D s . 3 3 Z
ecorre da Proposigao 2.3 que, se I : R” — {p} — R° — {po} é a
inversdo relativa & esfera S(pp;7) e S C IR* é uma superficie regular com

po € S, entao S = I(S) é também uma superficie regular. Dado um campo
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de vetores diferenciavel Y ao longo de S, denotemos por PY o campo de

vetores ao longo de S dado por
PY (I(p)) = PpYp,

para todo p € S, onde P, é dado por (2.3). Em particular, como P, é uma
isometria para todo p € S temos que, se N é um campo unitario diferenciavel
normal a S, entdo PN é um campo unitério diferencidvel normal a S.

Na Proposicao seguinte relacionamos as segundas formas fundamen-

tais de S e S com respeito a N e PN, respectivamente.

Proposicao 2.11 Sejam S C IR* uma superficie regular orientada por um
campo diferencidvel normal unitdrio N e I a inversao relativa a esfera S(po;r).
Entdo, as sequndas formas fundamentais A e A de S e S = I(S), com re-

speito a N e PN, respectivamente, sao relacionadas por

_ — pol? — 0. N,
AP, X, = —“’T—Qp(ﬂpp KA + 2%1) X,,} para todo X, € T,S.

A Proposicao 2.11 decorre imediatamente do seguinte fato mais geral

aplicado ao campo Y = V.

Lema 2.2 SeY € um campo diferencidvel ao longo de S, entdo

. — pol? . o, Y, X, Y
VPPXPPY = |p QPOI |:Pp (vXpY —2 <p _po 2p> Xp) —2 < f p>2 (p - pO)
r lp — pol lp — pol

para todo X, € T,,S, onde Véa derivacdo de campos de vetores em IR3.

Demonstragao: Seja o : J — S uma curva diferencidvel com «(0) = p e

a'(0) = X,. Defina ¢ : J — I(S) por ¢(t) = (I o a)(t). Entao, ¢(0) = I(p) e

2
C/(O) = |p—r—po|2prp. ASSiHlZ
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r2 - ~ d
. Y = o Y = - Y t =
p—pof VP PV = VeoPY = 2 PY(ell))i=o
J d
= 2 PY(I(a()))i0 = ZPatyYawlmo
d (a(t) = po, Yaw) )
= — Ya - 2 « t o
dt( “ o —pp T =0
_ — 0., — 1o Vx, Y
:VXPY—Qpr_2<p - X; >( — o)+
P — pol [P = pol
4(p — po, Yp) (p — po, X, Xp, Y,
N ( 0, Yp)( - 0 P>(p_p0)—2<p—p>2(p—po)
o — pol P = ol
~ 2(p — po, Yp) ) (Xp, Yp)
( x poml ?) PP TP

Corolario 2.5 Nas hipoteses da Proposicao 2.11, temos:
a) Se X, € T,S € uma dire¢io principal associada ao autovalor X\ de Ay,

entao PX, € uma direcao principal associada ao autovalor

— pol? 2(p — po, N,
_|P 2po| ()\+ {p — po 2p>)
r lp — pol

de E'pr
b) I leva linhas de curvatura de S em linhas de curvatura de S.

¢)p € ponto umbilico de S se, e somente se, 1(p) € ponto umbilico de S.

Proposicao 2.12 Se S ¢é isotérmica, entao I1(S) também €, onde I é uma

MMUersao.

Demonstragao: Se x : U C R* — x(U) C S é um sistema de coor-

denadas isotérmico cujas curvas coordenadas sao linhas de curvaturas de .5,
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decorre da Proposic¢ao 2.3 e do item b) do Corolario 2.5 quex =T ox: U C
IR? — I(x(U)) C I(S) é também um sistema de coordenadas isotérmico

cujas curvas coordenadas s@o linhas de curvaturas de (). O

Aplicando os resultados da segdao anterior a segunda forma fun-
damental de uma superficie regular obtemos importantes exemplos de su-
perficies isotérmicas. Por exemplo, o Corolario 2.4 implica imediatamente o

seguinte resultado.

Proposicao 2.13 Toda superficie reqular com curvatura média constante é

isotérmica.

Como conseqiiencia do Corolario 2.2 obtemos uma outra classe de

superficies isotérmicas.

Proposicao 2.14 Toda superficie cujas linhas de curvaturas tém curvatura

geodésica constante é isotérmica.

A classe de superficies isotérmicas dada na proposicao acima foi ca-

racterizada por Bonnet-Ribaucour.

Teorema 2.3 (Bonnet-Ribaucour). Seja S C IR® uma superficie regular sem
pontos umbilicos cujas linhas de curvatura tém curvatura geodésica constante.
Entio existe uma inversio I em R? tal que I1(S) é um cilindro sobre uma
curva plana, um cone sobre uma curva em uma esfera ou uma superficie de

rotacao.
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Demonstracao: Ver [4]. 0

Mostraremos a seguir que a classe das superficies regulares cujas
linhas de curvatura tém curvatura geodésica constante inclui as superficies
chamadas de ciclides de Dupin, caracterizadas pela propriedade de que suas
linhas de curvatura, correspondentes a ambas as curvaturas principais, sao
arcos de circulo ou segmentos de reta.

Isso decorre da Proposicao 2.9 juntamente com o seguinte fato:

Proposicao 2.15 Seja S C R® wma superficie reqular. Se uma linha de cur-
vatura de S € um arco de circulo ou um segmento de reta, entdo a curvatura

principal correspondente é constante ao longo de tal linha de curvatura.

Demonstracao: Seja c: ] — S C IR® uma parametrizacao pelo compri-

mento de arco de um circulo de raio r, o qual é uma linha de curvatura de

, 1
S correspondente & curvatura principal k;. I fécil ver que ¢”(s) = ——c/(s),
r

para todo s € I. Seja X um campo diferencidvel em S em uma vizinhanca

~ o~ 1
de (1) tal que X(c(s)) = ¢/(s) para todo s € I. Entao VxVx X = ——X
r

ao longo de ¢, logo

~

X(k) = X(AX,X) = X(Tx X, N)
= <%X%X X>N>+<%X X,%X N)

_ <_%X, N> + <%X X, —k1X>

1 k
= ——(X,N)-— EIX (X, X)=0.

r2

O caso em que as linhas de curvatura sao segmentos de retas é analogo. 0O
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Outra classe importante de superficies isotérmicas em IR® é forma-
da pelas quadricas. Para provarmos esse fato, discutiremos inicialmente o

conceito de sistemas triplos ortogonais de superficies em R3.

Definicao 2.6 Um sistema triplo ortogonal de superficies em um aberto U C
IR? é uma terna F = (Fy, Fy, F3) de familias a 1-parametro de superficies tal
que por cada ponto p € U passa uma superficie de cada familia e os planos

tangentes em p as superficies de duas quaisquer das familias sao ortogonais.

O seguinte resultado caracteriza as linhas de intersecao de um sis-

tema triplo ortogonal de superficies.

Teorema 2.4 (Dupin) As linhas de intersegao das superficies de um sistema

triplo ortogonal sao linhas de curvatura das superficies.

Demonstracao: Seja A; a distribuicao formada pelos planos tangentes
das superficies da familia F; de superficies. Sejam XY, Z campos de vetores

unitarios com
XelAiNAs, YehonNAg, ZeAiNAs.
Como Az é involutiva, temos
VxY = VyX = [X,Y] € As.
Pela ortogonalidade, temos

(VxY, 2) = (Vv X, Z).
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Analogamente,

(V,Y,X) = (VyZ,X),

(VxZ)Y) = (VzX,Y).
Por outro lado,

0 = X({Y,2)) =(VxY,2) + (Y, VxZ),
0 = Y(X,2) = (VyX,Z) + (X,VyZ),

0 = Z({(X,)Y))=(VzX)Y)+ (X,VzY).
Das equagoes acima, obtemos que

(VxY,Z) = —(Y,VxZ)=—(VzX,Y)=(X,VY) = (VyZ X)

= (WX, Z)=—(VxY, 2),
ou seja, (VxY,Z) = 0. Ainda, como Y ¢ unitdrio segue que
0=X({Y,Y))=2(VxY)Y).

Assim,

Da equacao acima segue que

ViV = AX. (2.20)

Se S1 e Sy sao superficies das familias F; e Fy, respectivamente, entao X s

é um campo tangente unitdario a curva de intersecao de Sy e Sp, enquanto
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que Y|; ¢ um campo normal a S1. Portanto, a equacao (2.20) implica que tal
curva é uma linha de curvatura de S;. Analogamente para as demais linhas

de intersecao. ]

Provaremos agora que toda quadrica faz parte de um sistema triplo
ortogonal cujas superficies de todas as familias sao também quadricas. Ini-
cialmente observamos que toda quéadrica é dada em certas coordenadas por
uma equagao da forma

x? y? 22 2 12 _ 2
g()‘>:a2—/\2+b2—>\2+02—/\2:1’ 0<a”<b”<c (2.21)

para algum A = \. Note que, para A < a® obtemos elipséides, para a? < A <
b? hiperboléides de uma folha e para > < A < ¢ hiperboldides de duas fol-
has. Mostraremos a seguir que as trés familias correspondentes de quadricas
formam um sistema triplo ortogonal. De fato, para qualquer (z,y,z) € IR?
com z,y,z # 0, o grafico da fun¢do A — g(A) — 1 tem o aspecto mostrado

na figura 1.

A

g(A) —1
—

Figura 1
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Conseqiientemente, g(A) — 1 se anula para certos vetores Aj, Ay e As,
com \; < a?, a? < Xy <b? e b? < A3 < 2. Assim, exatamente uma superficie
de cada familia passa através de cada ponto (z,y, z) € IR3. Resta provar que
os planos tangentes em (z,y,z) # (0,0,0) as superficies de duas quaisquer
das familias s@o ortogonais. Em um ponto (x,y, z) da superficie g(\;) = 1,

um vetor normal é dado por

1 T Y z
=(D1g(\; 7D Ai 7D Ai)) = ) ) :
2( 19( ) 2g< ) 39( )) (a2_/\i 1)2—)\1' 62_)\2')

Assim, o produto interno dos vetores normais a duas superficies g(\;) =1 e
g(A\;) =1 que passam por (z,y, z) é

332 y2 22

@@= —x)  F- P =) (@=)E—x)
g(Ni) — g(Aj)

Y =0

Fixado (z,y, z) # (0,0,0) considere o polinomio de grau trés
o(A) = (a® = N (" = X)(¢* = \)(g(N) — 1), (2.22)

com raizes

M o<a? a® < <b V< <

€ escreva

¢()\) = ()\1 - )\)()\2 - )\)()\3 - )\)-



Superficies Isotérmicas; exemplos 62

Substituindo esta expressao para ¢(A\) em (2.22) e fazendo A = a?, V?, 2,

obtemos

o _ (@2 = M)(a® — Ag)(a® — As)
(a* —b?)(a® — c?)

o (0P = A) (0% — X)) (0° — \g)

! (> — @) (> — )

2 _ (@ = M) = X)(? — Ag)
(¢? —a?)(c® — %)

Para \; = A, estas equacoes dao uma parametrizagao para a quadrica

g(A) =1 em termos de A;, A\;y. Em particular, fazendo

mh=£+%+i=1 (2.23)

cujas fungoes coordenadas sao

o, v) = \/a(a—u)(a —)

(0= B)a—7)
_ [8B-wE-v)
y”””‘¢o&—wW—w> 22
ZWU%:JWv—WW—v)
’ (- o)y~ )

Um calculo direto mostra que os coeficientes da primeira forma fundamental

de tal parametrizagao sao:

u(u — v) v(v —u)

fu) flo) -

onde f(t) = 4(a—t)(f—t)(y—t). Podemos agora mostrar o seguinte resultado.

E= F=0 G-= (2.25)
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Proposicao 2.16 Toda quddrica € uma superficie isotérmica.

Demonstragao: Dada uma quddrica com equagao (2.23), considere o sis-
tema de coordenadas definido por (2.24). Note que as curvas coordenadas
sao linhas de curvaturas, pelo Teorema 2.4. Observe ainda que os coeficientes
E e G da primeira forma fundamental de S com respeito a tal sistema de

coordenadas, dados por (2.25), satisfazem

0 E
Oudv log <5) =0

A proposicao segue agora da Proposicao 2.6. O

2.6 Superficies isotérmicas em coordenadas

principais isotérmicas

A existéncia de sistemas de coordenadas isotérmicos principais em uma su-
perficie isotérmica e o Teorema 1.3 implicam imediatamente o seguinte re-

sultado fundamental.

Teorema 2.5 Seja S C IR® uma superficie isotérmica, sem pontos umbilicos.
Entdo existem localmente sistemas de coordenadas em relacdo aos quais os

coeficientes da primeira e sequnda formas fundamentais sao dados por

E=G=¢"”, F=0
(2.26)

e=e"Vi, g=e"Vy e f=0
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onde 9, Vi, V4 satisfazem o sistema nao-linear de equacoes diferenciais par-

ciais (Equagoes de Gauss-Mainardi-Codazzi):

(0% 0%
(9_16% + a—u% +WViVa=0
oV, ov
7 . 2.27
6u2 6u2v2 ( )
oV, oV

| G~ oy

Reciprocamente, se 9, Vi e Vy satisfazem o sistema (2.27) em um aberto
simplesmente conexo U C IR?, entdo existe um difeomorfismo x : U —
x(U) C R, 0 qual é uwm sistema de coordenadas isotérmico principal na
superficie isotérmica S = x(U) em relag¢do ao qual os coeficientes da primeira

e sequnda formas fundamentais sao dados por (2.20).

Exemplo 2.4 Sejax(u,v) = (u,v,0) um sistema de coordenadas cartesianas
no plano z = 0 em IR?. Entdo os coeficientes da primeira e segunda formas
fundamentais sao E(u,v) =1, F(u,v) =0, G(u,v) =1 e e(u,v) = f(u,v) =
g(u,v) = 0. Portanto, a solugdo do sistema (2.27) associada a x é a solugao

trivial (0 =0, V3 =0, V52 =0).

Exemplo 2.5 Seja x(u,v) = (fi(u), f2(u),v) um sistema de coordenadas
no cilindro em IR? sobre a curva plana a(t) = (fi(t), fo(t)) parametrizada

pelo comprimento de arco. Os coeficientes da primeira e segunda formas

2 2
fundamentais associados a x sao E = % + % =1, F=0,G=1e¢
ou ou

e(u,v) =k(u), f=0eg=0,
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onde k(u) é a curvatura de @ em wu. Portanto, (9 =0, V3 =0, Vo = k(u)) é

a solucao do sistema (2.27) associada a x.

Exemplo 2.6 Seja x(u,v) = (fi(u)cos v, fi(u)sen v, fo(u)) um sistema de
coordenadas na superficie S em IR? obtida pela rotacdo da curva plana at) =
(f1(£),0, f2(t)), fi(t) > 0, parametrizada pelo comprimento de arco, em torno
do eixo Oz. Os coeficientes da primeira forma fundamental com respeito a
tal sistema sao E =1, F =0 e G = fZ(u). Fazendo, como na demonstragao
da Proposicao 2.6, u = /ﬁdu :=g(u) e U = v, obtemos um sistema de

coordenadas isotérmico principal em S, dado por
X = X(ﬂ7 :J) = (fl (ﬂ)COS :Ja fl <a>sen 757 f2(ﬂ))

Os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais associados a X

Sao

&= fH(w)(fi()f5 () = fi(u) fi' (), =0, 3= falu)fi(u).

Portanto, (19 =In fl(u)7 Vi= fl(u)(fll(u> él(u) - fé(u) {,(u»? Vy = fé(u))7

onde u = g~ (%), é a solucdo do sistema (2.27) associada a X.

Exemplo 2.7 Um célculo longo mas direto mostra que a aplicagao

" @ senh v/2m u,
1

Ya | m(cosh V2m u; — cos \/% u2) —V2m sen v2m usg

0 k

X(Ul, UQ) =
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define um sistema de coordenadas isotérmico principal em uma superficie
isotérmica S C IR?, cuja solucdo associada (¥, Vi, V3) do sistema (2.27) é

dada por

9 j:cos 2m us + cosh v/2m uy

e’ = ,
cosh V2m uy — cos v/2m us
Vo k k
! c0s \/2m uy + cosh V2m u;  cosh /2m uy — cos V2m uy’
v k k
) —

- _ + .
cos V2m ug + cosh v/2m uy  cosh v/2m uy — cos v/ 2m us

Veremos no préximo capitulo que a superficie S construida no exem-
plo anterior é a imagem do plano z = 0 por uma transformagao de Darboux-

Bianchi.



Capitulo 3

Transformacoes de Superficies

A origem da nocao de superficies isotérmicas estd ligada ao seguinte problema
estudado por Christoffel ([3]):

Problema de Christoffel: Quais sio as superficies requlares S C IR® para
as quais ewiste uma outra superficie reqular S C R e um difeomorfismo
conforme ¢ : S — g, 0 qual nao é a composicao de uma homotetia e uma
translacao, tal que os planos tangentes a S e S em pontos correspondentes
sao paralelos ?

Iniciamos este capitulo apresentando a solugao do Problema de Christoffel,
a qual conduz naturalmente a nocao de transformacao de Combescure entre
superficies regulares de IR”.

Em seguida, com o intuito de desenvolver a transformacao de Darboux-
Bianchi entre superficies isotérmicas em IR?, estudamos mais geralmente a

nocao de transformacio de Ribaucour entre superficies regulares em IR®. Co-

67
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mo consequéncia, descrevemos um método geométrico de obter novas solugoes
do sistema nao linear de equacoes diferenciais parciais associado a uma su-
perficie regular de IR? a partir de uma dada, em termos de solucoes de um
sistema linear de equagoes diferenciais parciais. Finalmente, mostramos co-
mo tal método pode ser aplicado para produzir solugoes do sistema nao linear

de equacoes diferenciais parciais associado a superficies isotérmicas em IR3.

3.1 O Problema de Christoffel

Nesta secao apresentamos a solu¢ao do Problema de Christoffel e discutimos
varios fatos relacionados. Inicialmente mostramos que difeomorfismos entre
duas superficies regulares S e S (nao necessariamente conformes) com a pro-
priedade de que os planos tangentes a S e S em pontos correspondentes sao
paralelos estao em correspondéncia com tensores de Codazzi em S satisfazen-

do uma propriedade adicional.

Proposicao 3.1 Seja ¢y : S — S um difeomorfismo entre as superficies
requlares orientadas S e S tal que os planos tangentes a S e S em pontos
correspondentes sao paralelos. Entdo ® = 1, define um tensor de Codazzi

invertivel em S satisfazendo
a(X, @(Y)) = a(®(X),Y) (3.1)

ou, equivalentemente, ®'A = A®. Reciprocamente, se S ¢ simplesmente

conexa € ® € um tensor de Codazzi invertivel em S satisfazendo (3.1), entdo
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existe localmente um difeomorfismo ¢ : S — S tal que 0s planos tangentes

aSeS em pontos correspondentes sao paralelos e & = 1),.

Demonstracao: A diferencial w = 1, de ¥ pode ser vista como uma 1-
forma em S com valores em IR?. Como 7,5 e Tw(p)g coincidem (como sube-
spacos de R3), também podemos interpretar 1, como um tensor ® em S.

Como w é exata, temos
0=dw(X,Y)=Vx®Y) - VydX)—d(X,Y]) (3.2)

pela equacao (1.19). Tomando as componentes normal e tangente de (3.2)

obtemos, respectivamente,
Vx®Y)—-Vyd(X)-o([X,Y]) =0 (3.3)
a(X,P(Y)) = a(P(X),Y). (3.4)
A equagao (3.3) pode ser escrita como
Vx@(Y) = &(VxY) = Vy®(X) — ©(VyX),

ou seja, ® é um tensor de Codazzi. Por outro lado, a equagao (3.4) é equiv-

alente a
(AX,®(Y)) = (AP(X),Y), (3.5)

ou seja, P'A = Ad.
Reciprocamente, se ® é um tensor de Codazzi satisfazendo (3.1) temos que
® define uma 1-forma fechada em S com valores em IR®*. Como S é sim-

plesmente conexa, obtemos que ® é exata, ou seja, existe ¢ : S — IR? tal
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que ® = 9,. Como P é invertivel, 1 é localmente um difeomorfismo. Final-
mente, como ¥, T,S = ®T,S = T,S, os planos tangentes a S e S em pontos

correspondentes sao paralelos. O

Proposicao 3.2 Nas hipdteses da Proposicao 3.1, sejam N um campo nor-
mal unitario diferencidvel em um aberto U C S e N o campo normal unitdrio
em Y(U) C S dado por N(w(p)) = N(p), para todo p € S. Entdo as sequndas
formas fundamentais de S e S com respeito a N e N, respectivamente, Sao

relacionadas por:

gq/J*Xp = AX,, para todo p € U. (3.6)

s

Em particular, ¢ preserva linhas de curvaturas se, e somente se, ® = 1), ¢é

um tensor simétrico.

Demonstragao: Temos que

d ~ d

A Xy = = N (1 (1)) limo= =2 N(3(1)) li=0= AX,,

onde vy é uma curva em S tal que v(0) = p e v/(0) = X,. Além disso, decorre
de (3.5) que ® é um tensor simétrico (& = ®*) se, e somente se, os autovetores
de A também sao autovetores de ®. Tendo em vista (3.6), isto ocorre se, e
somente se, as imagens dos autovetores de A por 1, sao também autovetores

de A, ou seja, se, e somente se, 1 preserva linhas de curvatura. O

Definicao 3.1 Uma transformacao de Combescure entre duas superficies

regulares orientadas S e S é um difeomorfismo Y S — S que preserva
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linhas de curvatura tal que as normais a S e S em pontos correspondentes

sao paralelas. Dizemos entao que S é uma transformada de Combescure de

S.

Dada uma superficie regular S simplesmente conexa, obtemos na préoxima
proposicao uma expressao explicita para as transformadas de Combescure
de S, em termos de duas fungoes diferenciaveis em S satisfazendo uma de-

terminada condicao.

Proposicao 3.3 Seja ¢ : S — S uma transformacao de Combescure. Se
S é simplesmente conexa, entao existem p,3: S — IR diferencidveis satis-

fazendo

VB=-Avy (3.7)
tais que

Y =ve+ BN (3.8)

Além disso, ® =1, € dado por
® = Hessp — [A. (3.9)

Reciprocamente, se (¢, 3) satisfaz (3.7), o tensor ® definido por (3.9) é in-
vertivel e 1 dada por (3.8) € injetora, entdo b : S — S = Y(U) € uma

transformacao de Combescure e ® = 1,.

Demonstracao: Seja ® = 1,. Escreva

Y(p) = Z(p) + B(p) N,
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onde Z(p) € T,,S, para todo p € S. Entao, para todo X,, € T,,5,
X, = X, =Vx,Z+ X,(B)N, + 3(p)Vx,N

= Vx,Z+ (AZy, Xp)Np + X, (B)N, — B(p)AX),.

Separando a equacao acima em suas componentes tangente e normal, obte-

mos:
Vx,Z = B(p)AX, =X, e (AZ, X;)+ X,(0) =0. (3.10)
Da primeira equagao obtemos, para quaisquer X,,Y, € T,,S, p€ S :

(Vx, 2,Yp) = Bp)(AXy, V) + (BX,, V)

= B){AYy, Xp) + (DY), Xp) = (Vy, 2, Xp),

pois A e ® sao tensores simétricos. Logo, como S é simplesmente conexa,
decorre do Lema 1.35 que existe ¢ : S — IR diferencidvel tal que Z = 7.

Portanto,

U(p) = ve(p) + B(p) N,
Além disso, pela segunda equagao em (3.10)

(VB,Xp) = Xp(B) = —(AZ,, Xp) = — (A »(p), Xp),

logo 73 = —A 7 ¢. Finalmente, temos:

X, = Vx,Z-pB(p)AX,=Vx, Vo) - Bp)AX,

= Hess p(X;) — f(p)AX,.
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Reciprocamente, se (i, (3) satisfaz (3.7) e ¢ é dada por (3.8), entao os calculos
acima mostram que 1, = ® = Hess p — fA. Como ® = 1), é invertivel e ¢
é injetora, conclufmos que ¢ : § — S = ¥(S) é um difeomorfismo. Além
disso, ¥, X, = ®X,, € T,,S para todo X,, € T},S, logo as normais a S e Semp
e ¥(p), respectivamente, sdo paralelas. Finalmente, como ® = Hess ¢ — A
é um tensor simétrico, decorre da Proposicao 3.2 que v preserva linhas de

curvaturas. O

E conveniente escrever a Proposicao 3.3 em coordenadas. Para isso pre-

cisamos do seguinte lema:

Lema 3.1 Sejam S C IR* uma superficie reqular, x : U ¢ R* — x(U) C S
um sistema de coordenadas principal em S, (v, vq, hig, ho1, Vi, Vo) a solugao
do sistema (1.31) associada a x, e ¢, : x(U) — IR fungées diferencidveis.
mO 9

Defina v1,7v : x(U) — R por 7 = —

— . Entao as afirmagoes
(%1 8u1 (%) 8u2

abairo sao equivalentes:
(a) VB =—-AV .

(b) (¢, 71,72, ) satisfaz o sistema linear de equagdes diferenciais parciais

)
0
aizvm, i=1,2
a%‘ . .
c‘)_uj:hiﬂj’ 1<i#j<2,
s

:_‘/z iy -:1727
L Oy, i

Demonstracao: Segue da defini¢ao das fungoes v; e v2 que

i
3ui

= Ui%i, = 1,2
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Logo 78 = —A </ ¢ se, e somente se,

oJ6; 0 Vi 0 Vi Op

o0 =~ (VB i> Ve A = Ve ) T T A

i=1,2

Por outro lado, decorre da demonstragao da Proposigao 3.3 que, se /3 =

— A<y p, entao ¥ = 7+ OGN satisfaz U, = Hess ¢ — (A, logo a Proposicao

3.1 implica que ® = Hess ¢ — A e, portanto, Hess ¢, comuta com A.
1 0 1

Portanto, as dire¢oes principais X; = ——— e Xy = ——— sao também au-
U1 8U1 Vg OU9

tovetores de Hess p, ou seja,
(Hess p(X1),X2) = 0= (Hess p(X3), X1).
Mas

(Hess 9(X0), Xa) = (V2 7 ¢,%) = (V.o (1 Xi +72X), X}

0 0 0
= WV Xa+ 2 Xy Xa) = (Vo X1, Xa) + T2 gy 4+ 22
ouq Ouy ouy’
on
e, analogamente, (Hess ¢(Xs), X1) = —hia72 + — 9, , logo
(9’72 o
=h — =h
8u1 2171 € Oty 1272-
O

Corolario 3.1 Sejam S wma superficie reqular, x : U C R* — V C S um
sistema de coordenadas principal em um aberto simplesmente conexo V C S
e (v1,v9, hia, hor, Vi, Vo) a solugcdo do sistema (1.31) associada a x. Se 1 :

V — S € uma transformacao de Combescure, entdo

X=tpox=x, + 2x, + 8N (3.11)
(1 (%)
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¢ um sistema de coordenadas principal em (V') C S, onde (71,72, 8) € uma

solugao do sistema linear de equacgoes diferenciais parciais

i gy, 1< <2

ou;

20 (3.12)
= _V;f}/z? 1= 17 27

aui

Reciprocamente, se (Y1,7%2, 3) € uma solucdo de (8.12) no aberto U C IR?,

0 0 .
as funcoes a—% + ho1ye — BV e (9_72 + hisy1 — BV nao se anulam em U e X
Uy Usg

dada por (3.11) € injetora em U, entdao Xy define um sistema de coordenadas
principal em uma transformada de Combescure de V- = x(U). Além disso, a
solucao (’61,'62,%12%217\2,%) do sistema (1.31) associada a X é dada por

;

~ _5)71

v = EIv + y2ho1 — VA
Uy
_ 0
Vg = Akl +y1hia — BVa
< 6u2

7/7/12 = h127 E21 = h21

Vi=V;, i=12.

\

Demonstracao: Como v preserva linhas de curvatura, X = 9 ox é um
sistema de coordenadas principal em S. Pela Proposicao 3.3, existem ¢, :

V — IR diferenciaveis satisfazendo 7o = —A \7 [ tais que

b =vp+ N
Definindo ~; por:
R TI
Ve = o X + . (3.13)

temos que x é dada por (3.11). Decorre do Lema 3.1 que (1,72, 3) satisfaz

(3.12).
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Reciprocamente, seja (71,72, 3) uma solucdo de (3.12) no aberto U C IR?.
Defina ¢, a menos de uma constante, por (3.13). Pelo Lema 3.1, ¢, 3 satis-

fazem (3.7). Além disso, o tensor ® = Hess ¢ — (A satisfaz:

®X, = (Hessp—[PA)X1=Vx, vVe—[AX]

V;
= Xi(m) +7(Vx, X, X1) — ﬁv_le
1

1 On
= h V)X
111((9 1+ 2172 — V1)
e, analogamente
1,0
Xy = — (57— 12 + hiay1 — BV2) Xo,
V2 8 U9

0
onde X; = vi_la—, 1 <4 <2 logo @ é invertivel em U pela hipdtese de
U;

0 02
que as funcgoes an + ho1yo — BV e —=
Ouq Ouy

Pela Proposicéao 3.3, concluimos que (3.11) define um sistema de coordenadas

+ h1271 — V5 nao se anulam em U.

principal em uma transformada de Combescure de V.

Mostraremos agora a ultima afirmacao. Temos:

g 0 0 0 0 0
~»_ Y Yy v TN D H N\ — g2
v = <8U17 8U1> <¢*aul7¢*aul> <(I)6U1’(I)8U1> vl<q)X17q)X1>
logo
. 0
v = 8% + ha1ve — BV
Analogamente,
. 0
Ug = 872 + hiay1 — BVa.
Us
Logo
~ 1 ow. 1, 0 oh 0 0] oV;
Ty = L 002 2 Sl S ER VA ALY

U1 (9u1 - ,17—1 8’&28%1 * 8u1 71 ou U1 Gul 8u1
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Usando que (v1,v2, hia, ho1, V1, V3) é a solucao do sistema (1.31) associada a

x e que (1,72, ) satisfaz (3.12), obtemos

> 1 Oho om Ohyy omn
his = — hio—— hia=—— + ViVoyy — BhiaVj
12 U1( Dy 71+ 126u2 + ou, Y1+ 123u1 + ViVayr — BhiaVi)
hiy , O
= g(i + hizye — BV1) = haa.
U1 8u1
Analogamente, Egl = hgi1. Finalmente, temos
O B A
Ay — = —1h,—. 3.14
Usando a Proposigao 3.2, obtemos
~ 0 0 Vi 0
A, = =2
v ou; ou;  v; Ou;
e
0 0 v; 0
. = =0;®X, = —
77D 0 i auz ’ Vi auz
Substituindo em (3.14) obtemos que Vi=Vi, i=1,2. O

Proposicao 3.4 Seja vy : S — S uma transformacao de Combescure con-
forme entre as superficies requlares S e S. Se S ndo tem pontos umbilicos,
entao uma das sequintes possibilidades ocorre:

a) ¥ € a composta de uma homotetia e uma translagao;

b) S e S formam um par de superficies isotérmicas.

Reciprocamente, se S ¢ uma superficie isotérmica, entao existe uma out-
ra superficie isotérmica S e uma transformacao de Combescure conforme
v S — S. Além disso, i € tunica a menos de uma homotetia e uma

translacao.
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Demonstracao: Pelas Proposigoes 3.1 e 3.2, ® = 1), é um tensor de Co-
dazzi simétrico em S. Como 1) é conforme, existe uma funcao diferencidvel

A:S — IR tal que
<<13ij (I)YH = <¢*Xpa¢*yp> = /\2<Xp,Yp>a

para todo p € S e para quaisquer X,,,Y, € T,,S. Portanto ®* = A\*I. Supon-

hamos inicialmente que ® = A\I. Usando a equacao de Codazzi
Vx®(Y)—d(VxY)=Vy®(X) - d(VyX)
para campos de vetores X,Y € X(.5) linearmente independentes, obtemos:
XA)Y +AVxY = AVxY =Y ()X + AVy X — AVy X

logo

e, portanto

Assim, A : S — IR é constante em S, e conseqiientemente
Y. (p)X, = AX,, para todo p € S e para todo X, € T,,S.

Portanto, ¢ é a composta de uma homotetia de razao A\ e uma translacao.
O caso ® = —\I é andalogo. A tunica possibilidade restante é que exista

localmente um referencial ortonormal {X, Y} tal que

X =)XX e PY =-)\Y.
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Como AP = P A, temos que X e Y sao diregoes principais de S e, portanto,
como S nao tem pontos umbilicos, as curvas integrais das distribuigcoes de
retas By e Ey geradas por X e Y, respectivamente, sao linhas de curvaturas
de S. Como ® é um tensor de Codazzi com traco nulo, decorre do Corolario
2.4 que £ = (Fy, Ey) é uma rede isotérmica, ou seja, S é uma superficie
isotérmica. Finalmente, como 1 preserva linhas de curvaturas e é conforme,
a superficie S é também isotérmica.

Reciprocamente, dada S C IR? isotérmica, vimos acima que a existéncia
de uma outra superficie isotérmica S e uma transformacao de Combescure
conforme ¢ : § — S é equivalente a existéncia de um tensor de Codazzi ®
em S com autovalores p e —p tal que E, = ker(® —pl) e E_, = ker(® + pI)
sejam os auto-espagos do operador A. Pelas equagdes (2.11) com A = —p e

1= p, a funcao p deve satisfazer:

20p =Y (p),
onde o, (3 sao as curvaturas geodésicas das linhas de curvaturas de S. Equiv-

alentemente,
Y(log p) = 2a,

ou seja,

viog p =2aY — 28X :=Z (3.15)
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Mas,

%(VXZ, Y) = (X(@Y +aVxY - X(B)X — faY,Y)

= X(a) - fa
e analogamente,
S(9v2,X) ==Y (5) - pa

Como S é uma superficie isotérmica, temos que X(«a) + Y (3) = 0, pela
Proposigao 2.7. Logo, Z é (localmente) um campo gradiente pelo Lema 1.2.
Assim, existe localmente p satisfazendo (3.15), a qual é tinica a menos de

uma constante multiplicativa. O

Definigao 3.2 Se S ¢é uma superficie isotérmica, entao a superficie 1(5) =

S, unicamente determinada na proposicao acima a menos de uma homotetia

e uma translagao, é chamada de transformada de Christoffel ou superficie

dual de S.

Exemplo 3.1 A dual de uma superficie S com curvatura média constante
é a superficie 5S¢ = {p + %N; p € S}, a qual é determinada pelo tensor de

Codazzi com trago nulo ® = I — %A.

Corolario 3.2 Sejam S C IR® uma superficie isotérmica e x : U C IR? —
x(U) um sistema de coordenadas isotérmico principal em rela¢do ao qual os
coeficientes da primeira e sequnda formas fundamentais sao dados por (2.26).

Se : S — S" € uma transformacao de Christoffel, entao os coeficientes da
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primeira e sequnda formas fundamentais de S’ com respeito ao sistema de

coordenadas X' =1 o X sdo
E=G=e? F=0, ="V, ¢=—e"Vy, f=0 (3.16)

Em particular, se (9,V1,Va) € uma solugao de (2.27) entao o mesmo vale

para (=0, Vi, —Vs).

Demonstracao: Vimos na demonstracao da Proposigao 3.4 que ® = ¢, é

um tensor de Codazzi satisfazendo

(I)Xl = le,
PXy = —pXy,

onde {Xj, X5} é um referencial ortonormal de diregdes principais de S e p é

dada (a menos de uma constante multiplicativa) por
Viogp =2aXy, — 26X, (3.17)

sendo «, f € C™(S) as curvaturas geodésicas das familias de linhas de cur-
vaturas de S correspondentes a X; e X5, respectivamente. Deste modo, os

coeficientes da primeira forma fundamental de S’, sao dados por:

;o o 0 B 0 0
—<%7%> = <¢*£»¢*%>
o 0
) Yy 2

analogamente,
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onde F, G sao os coeficientes da primeira forma fundamental de S. Por outro

lado,
aXs — X, = —e9,Xy — e 9, X,
= —(Xp(W)Xo+ X1(0)X1) = —V(¥).
Assim, temos que log p = —219 a menos de uma constante, a qual podemos

supor que seja nula. Dai obtemos:

Finalmente, sabemos que as segundas formas fundamentais de S e S’ estao
relacionadas por A1), X = AX para todo X € X(95), logo os coeficientes da

segunda forma fundamental de S’ sao dados por:

w9 O D Oy p 9w O ey,
e_<A8u’8u>_<Aw*8u’w*8u>_<A8u’e 3u>_e ehi=e

e, analogamente, ¢’ = —e V. O

Apresentamos agora a solugao do Problema de Christoffel.

Teorema 3.1 Seja ¢ : S — S um difeomorfismo conforme tal que os
planos tangentes em pontos correspondentes sao paralelos. Se S nao tem
pontos umbilicos, entao uma das sequintes possibilidades ocorre:

a) Y € a composta de uma homotetia e uma translagdo;

b) S € uma superficie minima,

c) S e S sao superficies isotérmicas.
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Demonstracao: Seja ® = 1,. Entao existe A : § — IR tal que
(DX, DY) = (0. X, 1.Y,) = N(X,, Y)),

para todo p € S e para quaisquer X, Y, € T),S. Portanto, ou ® é um tensor
simétrico ou existem localmente um referencial ortonormal X, X5 de diregoes

principais de S e uma funcao diferenciavel  : S — IR tais que

b X, = A(cos 0X1 + sen 0X,)

DXy = A(—sen X, + cos 6X5)

com sen 6(p) # 0, para todo p € S. No primeiro caso, ¥ é uma transfor-
macao de Combescure, logo vale a) ou ¢) pela Proposi¢ao 3.4. No segundo
caso, sejam A e p as curvaturas principais de S correspondentes a X; e X5,

respectivamente. Como ®'A = A®, temos que

cos 0 sen 0 A0 A0 cos 0 —sen 0

—sen 6 cos 0 0 u 0 u sen @  cos 0

logo pusen 6 = —Asen 6 em todo ponto p € S. Como sen 6 # 0, obtemos que

A = —pu, logo S é uma superficie minima. O

3.2 A Transformacao de Ribaucour

Nesta secao apresentamos a teoria cldssica da transformacao de Ribaucour
para superficies em IR®. Em particular, descreveremos sistemas de coorde-

nadas principais para as transformagcoes de Ribaucour de uma superficie reg-
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ular S C IR? em termos de solucoes de um sistema linear de equacoes diferen-
ciais parciais. Como conseqiiéncia, apresentamos um método geométrico de

obter novas solugoes do sistema nao linear associado a uma superficie regular

de IR3.

Definicdo 3.3 Uma congruéncia de esferas em IR* é uma familia a 2-parametros
de esferas F = {S(p, R(p));p € M} cujos centros descrevem uma superficie
regular orientavel M e cujos raios sao dados por uma funcao diferenciavel

R: M — IR.

Definicdo 3.4 Uma superficie regular S C IR? é uma envoltéria da con-
gruéncia de esferas F = {S(p; R(p)); p € M} se existe um campo de vetores
unitdrio £ em M? tal que S = {F(p) = p+ R(p)&(p); p € M} e S é tangente

a S(p; R(p)) em F(p).

Proposicao 3.5 Sejam M? C IR® uma superficie reqular e F = {S(p, R(p));
p € M} uma congruéncia de esferas. Se S = {F(p) =p+ R(p)(p); p € M}
¢ uma envoltdria de F, entao |7 R|| <1 e &(p) = —<v R(p) + A(p)N(p) para

todo p € M?, onde A = ++/1 — || v R||2. Reciprocamente, se || v R(p)|| < 1

para todo p € M entdo F admite (localmente) duas envoltérias Sy e S-—

dadas, respectivamente, por

Sy ={F.(p)=p+Rp) (-~ R+ V11—V R|?N); pe M}

S-={F.(p) =p+ R(p)(= vV R—V1—| v R|?N); pe M}.



A Transformacao de Ribaucour 85

Demonstragao: Observe inicialmente que, se F = {S(p, R(p));p € M}
é uma congruéncia de esferas a 2-parametros e £ é um campo de vetores

unitarios ao longo de M, entao as seguintes afirmacoes sobre

S={F(p)=p+ R(p)¢(p); p € M}

sao equivalentes:

(¢) S é uma envoltéria da congruéncia F;
(i) £(p) L Tp(p)S para todo p € M;

(iii) €7 = — 7 R.
De fato, a equivaléncia entre (i) e (i7) é consequéncia imediata da definigao

de envoltéria. A equivaléncia entre (i) e (iii) decorre de
F.Z =7+ Z(R){ + R¢&.Z
e do fato de que (ii) é equivalente a
(F.(p) - Z,&(p)) = 0 para todo Z € T,M*. (3.18)
Portanto, se S é envoltéria de F, segue de (7i7) que
I RI? = [l7]* = 1 — €™

logo [V R||<1e

£=— TR+ AN, (3.19)
onde A = im.
Reciprocamente, se || 7 R|| < 1 entao decorre da equivaléncia entre (i) e (ii7)

que S, e S_ sao as duas envoltorias de F. O
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Considere a aplicacao ¢ : S — S_ dada por ¥(F}(p)) = F_(p). Observe
que, para cada ¢ = F,(p) € S, as retas normais a S, e S_ em ¢ e 1(q),
respectivamente, se interceptam no ponto p € M, o qual é eqiiidistante de ¢
e ¥(q) (a distancia comum é R(p)).

No que segue estamos interessados no importante caso particular em que v

preserva linhas de curvaturas:

Definicao 3.5 Um difeomorfismo v : Sy — S_ entre as superficies regu-
lares S e S, orientadas pelos campos normais unitarios N e N, respectiva-
mente, é uma transformacao de Ribaucour se

(i) Existe uma fungao diferencidvel r : S — IR tal que

p+r(p)N(p) =) +r@E)N@(p))

para todo p € S
(ii) ¥ preserva linhas de curvaturas;

(iii) Para todo p € S, r~!(p) ndo é uma curvatura principal de S em p.

Observe que a condicao (i) significa geometricamente que as retas normais
aSedS em p e (p), respectivamente, se interceptam em um ponto cuja
distancia comum a p e 1(p) é r(p).

Fixada uma superficie regular S C IR, queremos determinar agora todas
as superficies regulares S c R que sao transformadas de Ribaucour de S.

Antes disso, provaremos a seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 3.6 Sejavy : S — S uma transformacao de Ribaucour . Entao
existe um tensor simétrico D em S, um campo de vetores § ao longo de S e

isometrias Py : R?* — IR?, peS, tais que p, =PoD e
Po(Zp) = Zp = (6p, Zp)(p — ¥(p)) para todo Z, € R®. (3.20)

Demonstragao: Como ¢ : S — S é uma transformacao de Ribaucour,

existe r : § — IR tal que

p+7r(p)N(p) = ¥(p) +r(p)N(@(p)) para todo p € S. (3.21)

Derivando (3.21) obtemos:
Xy + Xp(r)N, = r(pD)AX, = 0. X, + X, (r)N (¢ (p)) — r(p) A2, X,
ou seja,
(I = r(p) A)ib. X, + X,(r)N ($(p)) = (I = 7(p)A) X, + X, (r) N,

Fazendo B = I — r(p)A e B = I — r(p)A, obtemos que ||§@Z)*Xp|| = ||BX,|.
Como 77!(p) ndo é uma curvatura principal de S em p, o operador B é

invertivel para todo p € S, logo P, : IR? — IR? dada por:

PyBX, = E@D*Xw Pp(Np> = N(@Z}(p))

é uma isometria. Além disso,

P,BX, ~ BX, = X,(r)(N, - N(:(p))) = —)jf;—;?@ —u(p)

= (vlog r, X;,)(p — ¥(p)) para todo p € S.
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Assim, vale (3.20) com

§=—x7logr+1r'(p)N,.
Defina um tensor D em S por:

DX, = Pglw*Xp para todo p € S.

*Xz . ~
Entao ¢, = PD. Note que PX; = L 1 <i<2, onde Xy, X5 sao as

1. Xl
diregoes principais de S em p. Logo X; e X5 sao autovetores de D, portanto

D é simétrico. O

Teorema 3.2 Seja ¢ : S — S uma transformacao de Ribaucour, onde
S C IR? ¢ simplesmente conexa. Entdo existem ¢, : S — IR diferencidveis

satisfazendo
VB=-AVve, (3.22)
tais que
»(p) = p — 20v9(p), (3.23)

onde ¥ (p) = 7p(p) + B(p)N, e v = (¥, )~ . Além disso, valem as sequintes

tqualdades
PZ=7—2w(p, 20, D=1-2upd ¢ §=—p "¢

onde ® = Hess p — [A.
Reciprocamente, se ¢, 3 : S — IR satisfazem (3.22) e U C S € um aberto
onde o tensor D = I — 2up® € invertivel e ¢ dado por (3.23) é injetora,

entao Yy define uma transformagao de Ribaucour de U.
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Demonstraciao: Defina um campo unitario ¢ : S — IR® e uma funcao
w: S — IR por:

p —¥(p) = pn(p)C(p), (3.24)

para todo p € S. De

Pp(Zp) =Zp+ <5p7 Zp>(p - (p))
e (3.24) obtemos
Pu(Zy) = Zp + 1(p) (9, Zp)C(p), (3.25)

para todo Z, € IR?, logo

(Po(Z,), Po(Zy)) = (Zp+ 1(p)(3, Z,)C(p), Zp + 1(p)(3, Z,)C(p))
= (Zp, Zp) + 20(p)(Zy, C(D))0, Zp) + 1(p)*(0, Zp)*.
Assim,
20u(p){Zp, C(P))(0, Zp) + 1(p)*(8, Z,)* = 0,
portanto
()0, Zp) = =2(C(p), Zp)- (3.26)

Substituindo (3.26) em (3.25), obtemos
P,(Z,) — Z, = —2(¢(p), Z,)¢(p), para todo p € S. (3.27)

Agora vamos procurar p : S — IR tal que 1) = p~'( seja uma transformacao

de Combescure de S. Se tal p existe, temos:

. X, = X,(p7)¢p) + p 'V x, ¢,
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para todo X, € T,,S, logo

(0.X5 Np) = X (07 )CW). No) + 07 (VG N,), (3.28)
para todo p € S. Mas pela proposicao 3.6 e de (3.24), (3.27), temos que
0 = (X, PN,) = (X, — X,(1)C(p) — nVx, ¢, N, — 2(C(p), N;)<(p))
= =2(¢(p), Np)(C(p): Xp) + Xp(1)(C(p), Np) = 1(Vx, G, Ny,

dai

1(Vx,C, Np) = —2(C(0), Np)(C(p), Xp) + Xp(1)(C (D), Np) (3.29)

e portanto de (3.28) e (3.29), obtemos

<¢*Xp’ Np) = p_1<C(p)7 Np)(_Xp(log p) — 2M_1<C(p)7Xp> + M_IXP(N»-

Assim, basta mostrar que existe p tal que
X,(log p) = —2u~{C(p), X,)) + ' X, (1), para todo X, € T,,S, (3.30)
ou seja,
-1 T
viog p=p = (=2¢ + ).
onde (' denota a componente tangente de (. Para isto, defina
Z = p N (=20" + vp).
Temos

VxZ = X )(=2¢"+vp) +p ' (-2Vx( + Vi v p)

= X ) vp+p'Vxvp—2Xp ") —2u7'Vx(T,
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mas
Vx(Viogp) =Vx(p ' v ) =X (™) v p+p'Vx v p
Entao
VxZ = Vx(vlogu) —2X (¢ —2u ' Vx(.
Agora

(VxZ,Y) = Hesslog u(X,Y) = p 2 X (u)(¢,Y) =2~ (Vx(",Y)

<€X<uvy> = X(CT7Y> - <€a 6XYV>
= <VXCT’Y> + <<T7VXY> - <C,Oé(X, Y>> - <CT7VXY>

= <VXCT7Y> - <C,C¥(X, Y)>
Dai

(VxZ,Y) = Hess log u(X,Y) +2u a(X,Y),¢)

+ 20 (X ()(CY) = m(Vx(Y)). (3:31)
Agora, por um lado
(V. X,PY)=(PDX,PY)=(DX,Y) (3.32)
e, por outro lado, usando (3.24),
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Decorre de (3.31), (3.32) e (3.33) que (VxZ,Y) = (Vy Z, X) para quaisquer
X, Y € TS. Como S é simplesmente conexa, existe p : S — IR diferenciavel

tal que sylog p = Z. Dai temos que:

p—¥(p) = —2¢(p)v(p)Y(p), para todo p € S, (3.34)

Afirmagao: vy = ET, ou seja, X,(p) = (¥(p), X,), para todo X,, € T,,S.

De fato, usando (3.30) na segunda igualdade, temos

=200, X,) = =2(p" (p)C(p), Xp) = —p~ ' (0) [1u(p) Xy (log p) — Xp(1)]
4 Xplp) _u@)Xp(p) — p(p) Xp(1)
= _2Xp(90>-

Além disso, substituindo ¢ = pip em (3.27) e usando que p* = v, obtemos
PZ =7 — 2w, Z). (3.35)
Derivando (3.23) e usando que
X(™h) =X, 9) =2(0.X,9) = 2(,X, ),

ou seja,

X(v) =12 X" = -2, X, ), (3.36)
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temos

X = X =2X(ovh — 20X ()Y — 2pvX (1)

= X =20, X)vip + 4o* (0, X, \y)h — 20v), X, para todo X € TS.

Mas 1) é uma transformacio de Combescure, logo pela Proposicao 3.3 temos

que

Y, =P = Hess ¢ — fA.
Dai
VX = X — 20, X)vip + 4o (D <7 @, X)ih — 200D X.
Por outro lado,
P —20p0)X = X — 200X — 20(i), X)) + 4020(h, DX )
= X —2000X — 20(th, X + 470D <7 @, X)ip

Portanto,

e = P(I — 2vpd).

Como ¢, = P o D, pela proposicao 3.6, obtemos que D = I — 2vp®d. De

(3.34) e (3.35) sabemos que

PZ =72, Z) e p—1(p) =—20v1. (3.37)

Mas

PZ—2Z=(5.2)(p—v).

Dai, usando (3.37), obtemos que § = —p~ 9.
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Reciprocamente, definindo D = I — 2vp®, onde & = Hess ¢ — BA, os
célculos acima mostram que a diferencial de ¢ definida por (3.23) é dada por
Y, = PoD. Como D é invertivel em U, o Teorema da Funcao Inversa implica
que ¢ é um difeomorfismo local em U. Por hipdtese, ¥ é injetora em U, logo
¢ é um difeomorfismo de U em ¢(U). Note que,

(¥, N)
v

P(Np) — N(p) = (p—1(p))

para todo p € S, onde N(p) é um vetor normal a S em p. Logo as retas

normais a S e S em p e ¥(p), respectivamente, se interceptam em um ponto

P
(¥, N)

na proxima proposigao, que 9 preserva linhas de curvaturas. Portanto, 9y

cuja distancia comum a p e ¥(p) é r(p) = (p). Além disso, provamos,

dada por (3.23) é uma transformacao de Ribaucour de U. 0

Na seguinte Proposicao relacionamos as segundas formas fundamentais de S

e de sua transformada de Ribaucour S.

Proposicao 3.7 Nas hipoteses do Teorema 3.2, se N é um campo normal
unitdrio a S e N = P(N), entdo as sequndas formas fundamentais de S e S

com respeito a N e N, respectivamente, sao relacionadas por
gw*Xp =P(A+2v08P)X,, para todop € S, X, € T,S. (3.38)
Demonstracao: Sabemos que

~ d
g, = = Lo PN (a(t),
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onde a: I C R — S é uma curva tal que a(0) = p e &/(0) = X,. Mas

PN (@(a(t))) = PaNa(w) = Nagry = 2v(a(t)) ((a(t)), Naw)P(a(t)).

Entdo, usando (3.36) e o fato que ¢ (p) = V¢ (p) + B(p)N,, obtemos

ApX, = AX,+ 447 ¢, X,)B0)0(p) + 20(p) (A7 @, X,)0(p)

+ 2(p)B(p)®X, = P(A+2050)X,.

Corolario 3.3 Sejam S wma superficie reqular, x : U C R* — V C S um
sistema de coordenadas principal em um aberto simplesmente conexo V C S
e (vy, v, hig, ho1, V1, V2) a solugao do sistema (1.81) associada a x. Se ) :

V — S € uma transformacao de Ribaucour, entao

' il V2
—_ + —Xy, + BN), 3.39
7% + 722 + 52( ) ( )

X=1ox=x—2 — Xy,
U1 V2

¢ um sistema de coordenadas principal em S, onde (©, 71,72, 3) € uma solugdao

do sistema linear de equacoes diferenciais parciais

(
0
880 = Vi%i, 1= 1727
U;
(9_uj:hij7j7 1<i#j<2 (3-40)
op
= —Viyi, i =1,2.
L\ Ou; Tt

Reciprocamente, se (o,71,72,3) € uma solu¢io de (3.40) no aberto U C
IR?, as fungoes v; —2pvB;, i =1,2, ndo se anulam em U e X dada por

(3.39) € injetora em U, entdo Xy define um sistema de coordenadas principal
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omn

de uma transformada de Ribaucour de V = x(U), aqui By = e + Y2ho1
Uy
9 _ _
BV, Bo= 52 tyihia = Ve ev = (0.0) " onde b = o+ GN,
2
Além disso, a solucao (’171,'172,7“2,%21, ‘71, ‘72) do sistema (1.31) associada a X

€ dada por

(
’171' =V; — QQOI/BZ', 1= 1,2

ﬁlz = hiy — 2vy By,

hay = hoy — 2v7, By,

| Vi=Vi+20BB;, i=1,2
Demonstracao: Como v preserva linhas de curvatura, X = 9 ox é um

sistema de coordenadas principal de S. Pelo Teorema 3.2, existem @, 3 :

S — IR fungoes diferenciaveis satisfazendo 7 = —A 57 [ e tais que
¥(p) = p — 20v9(p),
onde ¢(p) = V¢(p) + B(p)N, e v = (¢, ). Definindo v, por:

" Yo
T = Bx, + 2x,. 3.41
U1 ! (%) 2 ( )

temos que X é dada por (3.39). Decorre do Lema 3.1, que (¢, 71,72, ) satisfaz
(3.12).

Reciprocamente, seja (0, 71,72, 3) uma solucao de (3.40) no aberto U C IR?.
Defina ¢, a menos de uma constante, por (3.41). Pelo Lema 3.1, as fungoes

o, B satisfazem (3.22). Além disso, o tensor D = I — 2vp® satisfaz:

0 0 0
D= =% —2pud——
8u1 (9u1 i
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onde
0
(I)a— = Ulq)Xl = Ul(le V @ — ﬁAXl)
Uy
= vi(Vx,(mX1 +7X2) — BAX)
v
= vi(X1(m1) +72(Vx, Xo, X1) — 5U—1)
1
o
= (=—+h — 6V) X,
(8u1 + ha17e — V1) X4
Entao,
0
d—=BX
aUI 121,
0
onde By = S 4+ yohoy — BV; e dai
0u1
— 20vB
DX, = (w) X (3.42)
U1
Analogamente
— 20vB
DX, = (w) X, (3.43)
V2
0
onde By = 8—72 + y1h1s — BVs. Logo, as hipoteses de que as fungoes v; — 2pv B;,
Usg

1 = 1,2 nao se anulam em U implicam que D é invertivel em U. Além disso,
temos que X dada por (3.39) é injetora em U. Portanto, obtemos do Teorema
3.2 que Xy define um sistema de coordenadas principal em uma transforma-
da de Ribaucour de V = x(U).

Finalmente mostraremos a iltima afirmacao. Como v, = P o D, temos:

0 9,

B B
~2 7 7 7
U= (g g Dg

— (p-2L
o) = Pa

Levando em conta (3.42) obtemos

’lA)ll = V1 — 2(,0I/B1.
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Analogamente,
52 = Vg — 2(,01/32.

Por sua vez,

~ 1 Jv.
h12 - ~——2 - h12 - 2V’YlBQ
U1 aul

7L21 = ho1 — 2vy,By.

Temos
~ 9V, 9
BRI
Mas utilizando a relagao (3.38), obtemos
~ 0 0 Vi B;. 0
Aw*ﬁ_uz =P(A+ 2v[9) B P(U_z + QVﬁv—i)aui.
Como 1, = PD, temos que
0 0 1 0 v 0
(» 9 PDan = U—Z(vl — 2g0VBZ-)Pan = U—iPan.
Logo,
~ 0 Vi+2vB8B; 0
A * = =< Wk .
Portanto,

Vi=V,+208B;, i=1,2.
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3.3 A Transformacao de Darboux-Bianchi

Nesta se¢ao descrevemos a transformacao de Darboux-Bianchi entre superficies
isotérmicas. Obtemos sistemas de coordenadas principais isotérmicos de to-
das as transformadas de Darboux-Bianchi de uma superficie isotérmica dada,
em termos de solugoes de um sistema linear de equagoes diferenciais parciais.
Em particular, descrevemos um método geométrico de obter novas solucoes
do sistema nao linear de equacgoes diferenciais parciais associado a superficies

isotérmicas a partir de uma dada.

Definicao 3.6 Uma aplicacao ¢ : S — S entre as superficies regulares ori-
entadas S e S é uma transformacao de Darboux-Bianchi se 1) é uma trans-

formacao de Ribaucour conforme que reverte a orientacao.

Teorema 3.3 Seja ¢ : S — S uma transformacao de Darbouz-Bianchi
entre as superficies regulares orientadas S e S. Entio S e S sdo superficies
isotérmicas. Além disso, se x : U C R* — x(U) C S € um sistema de
coordenadas isotérmico principal em S e (U,Vi,V,) é a solu¢iao de (2.27)

associada a X, entao
~ 1
X=1hox=X— m—p(%e_ﬂxu1 + Y2e 7%y, + BN) (3.44)

€ um sistema de coordenadas isotérmico principal em S, onde m é uma cons-
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tante de integrabilidade e (v1, 72, 3, ¢, p) € uma solu¢ao do sistema linear

(
3780 = 61971, 8730 = 619727
1 2
8’71 . oY 8’72 . oY
%u2 - 8U1,y27 gul - au2’717
R T v e
1 2
3 o3 (3.45)
Jur —Vim, Ty —Vaye,
o _ 0 —9 0
o =m(e"p+e " p) + Vi — g 1
o2 0 — 9V
\ a_w—m(e p—€ S0>+6V2_8_u1%'

Reciprocamente, seja S uma superficie isotérmica e (9, Vi, Va) uma solugdo
do sistema (2.27) associada a um sistema de coordenadas isotérmico principal
x: U C IR* — x(U) C S. Entdo o sistema linear (3.45) é integrdvel e possui
a integral primeira

i+ 75 + 8% — 2myp = cte. (3.46)

Se (71,72, B, ¢, p) € uma solugao de (3.45) com condigies iniciais escolhidas
de modo que a constante no sequndo membro de (3.46) se anule, entio X
dada por (3.44) define um sistema de coordenadas isotérmico principal em

S, a qual é uma transformada de Darbouz-Bianchi de x(U).

Demonstragao: Seja x : U C IR* — x(U) C S um sistema de coorde-
nadas principal em S e (vq,vg, hio, ho1, V1, V2) a solu¢do do sistema (1.31)
associada a x. Como 1 é uma transformacgao de Ribaucour temos, pelo

Corolario 3.3, que

~ ¥ g 72
X=1Yox=x—2——"r——(—x%,, + —X,, + BN 3.47
v S T SR (3.47)
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¢ um sistema de coordenadas principal em S , onde (¢, 71,72, ) é a solu¢ao
do sistema linear de equagdes diferenciais parciais (3.40) associado a . Seja

(51,52,}212,%21,‘71,%) a solugao do sistema (1.31) associada a X e denote

1 ~ 1. N Vis
Xi=—Xy; € X; = =Xy, 1 <4< 2. Entao ¢, X; = U_XZ @ =1,2 e, como
v; U; i

7

1 é conforme e reverte a orientacao, temos

2 Ui_ ¥
() U1 T
para alguma funcao 7. De
[ 0p O
oy = U171, e = U272,
ov,  ~ vy~
— =h —— =h
Dty 21V2, us 1201,
87)1 87)2
—=h — =h
| 9 21V2, Dy 1201,
obtemos
or hiov
R R LI0/T
3u1 (%)
or h21U2
— =2 T — Vg2,
Ous U1
ou, equivalentemente,
or
— =2—1Ilog voT + V171,
or 5 l
— = 2—I1og 11T — VaYa.
Dy iy g U1 272
0%t 0t
C d t = bt :
omo devemos ter Do Dusdun obtemos
(92 U1
) —)=0. 3.49
Ju.0u,'% (02) (3.49)

Mas v? = E e v3 = GG, onde E, G sio coeficientes da primeira forma funda-

mental. Logo
1 02 E
- log (=) =0
2 5’u13u2 °9 ( )

G
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que é precisamente a condicao para que S seja isotérmica, pela Proposicao

2.6. Note que S é também isotérmica, pois 1 é conforme e preserva linhas

de curvatura.

Deste modo, de agora em diante podemos supor que X seja um sistema de

coordenadas isotérmico principal. Seja (9, V4, V3) a solugao de (2.27) associ-

ada a x, entao a solugao (vy, ve, hig, ha1, V1, V2) do sistema (1.31) associada a
09 09

x é dada por v; = vy = €”, hyg = — e hyy = —

8U1 8u2 )
Defina agora n = (2¢pv)~!. Afirmamos que

on M on ~ 2
52 — = Dy, 3.50
Ouq v % e Ouy 2 ® K (3:50)
1
De fato, observe inicialmente que 5 = 2vB;, para i = 1,2, onde
U
0 0
By = 8% +2hor — V1 e By = 872 +71h12 — BVa. Como v; = v;—2¢vB;,
Uy

1 = 1,2, obtemos que

on B 1vT Vi 1v~
= vivi = —B; —
dui ¢ 2§ @ 29

5 Yt 2B = 5, = 12,
2

Usando as férmulas (3.50), o sistema (3.48) fica:

0 YN 0
aullog (e7%7) = S log n

) oy )
au2log (e7™'7) = 90, ——1log n

o que implica
log m +log (e7*1) = log 7

ou seja, n = me~27. Agora, definindo p = e *'7 = ﬁ, temos que
m
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Além disso,

dp 1 0n AN 9y —29 10 201 -
P _ =2 Tte .
ou;  mou 8u16 THe = () =
)
Analogamente, 9P _ —e V.
aU,Q

Agora, usando que

v =v1 —20vB; =e — B =¢"——B
n mp
obtemos
1
L — DBy,
p mp
ou seja,

By = m(pe” 4+ pe™).

on

Mas por outro lado, By = e

-t Y2ha1 — BV, logo
Uy

om

D m(ﬂeﬁ =+ 806719) — Y2ha1 + BV4.
Uy

Analogamente, % = m(pe” — pe ™) — y1h1a + BVa. Portanto, vale (3.45).
Uz

Além disso,

5 %) 5 1 1

—_— (p]/ = - = —’

n+95+ 5 no mp

logo (3.44) segue de (3.47).

Reciprocamente, é facil ver que as condicoes de integrabilidade de (3.45) sao

precisamente dadas pelas equacoes

0"y o

o "o T2 =0
v o0

duy oy
P

a5 T 4 V1
8’&1 87,62 ’



A Transformacao de Darboux-Bianchi 104

que é exatamente o sistema (2.27). Como, por hipdtese (9, V1, V3) é a solugao
de (2.27), obtemos que (3.45) é integravel. Além disso, se (y1,72, 3, ¢, p) é
uma solugao de (3.45), através de um simples calculo mostra-se que vale a

integral primeira (3.46). Agora, se

Vi 475 4 8% = 2mep,

ou seja,
(2¢v) 7" = mp,
temos que
0 = e —2pvm(e’p+e V)
9 Loy —9
= e ——(e"p+ep)
p
= Eev_ 2y,
p T
onde p = e~?Y7. Analogamente, U, = ng. Deste modo, obtemos
T
L Bi_¥
Uy voT

Como visto na demonstracao da outra implicacao do Teorema, esta é pre-
cisamente a condigao para que v seja conforme e reverta orientacao. Logo v
¢ uma transformacao de Darboux-Bianchi e X = 1) o x dado por (3.44) é um

sistema de coordenadas isotérmico principal em S. a

Corolario 3.4 Sejam S uma superficie isotérmica, (¥, V1, V) a solugdo do

sistema (2.27) associada a S e S uma transformada de Darboux-Bianchi
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de S determinada pela solu¢do (71,72, 3, ¢,p) de (3.45). Entdo a solugao

(9, V1, Va) do sistema (2.27) associada a S é dada por

e5 = :I:fe_ﬁ,
p
"71 - ‘/1 - éeﬁ - @6_197
2 P
Vo="V;— éeﬁ + ée’ﬂ.
2 P

Demonstragao: Seja x : U C R? — x(U) C S um sistema de coor-
denadas isotérmico principal em S e (9, V], V3) a solucao do sistema (2.27)
associada a x. Entao a solucao (vy,va, hia, hoy, Vi, Va) do sistema (1.31) as-
sociada a x é dada por v; = vy = €Y, hyy = 88—51 e hoy = 68—52 Além disso,

como S é uma transformada de Darboux-Bianchi de S, em particular, S é

uma transformada de Ribaucour de S. Assim, pelo Corolario 3.3, temos

e’ =¢’ —20vB;, Vi=V.—20p3B; i=1,2, (3.51)
o v o v
onde By = 8_2 + %8_1@ — Vi, By = 8_7; + %8_1“ — V5. Como (71,72, B, ¢, p)

¢ uma solucao de (3.45), obtemos
By =m(e’p+eVp) e By=m(e’p—e ). (3.52)

Além disso, pela demonstracao do Teorema 3.3, temos que

1
W= (3.53)
mpg

Substituindo (3.52) e (3.53) em (3.53) obtemos o resultado. 0
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Exemplo 3.2 Seja x(uy,us2) = (ug,us,0) o sistema de coordenadas carte-
sianas do plano z = 0. A solugao do sistema (2.27) associada a x é a
solucao trivial ¥ = V3 = Vo = 0. Pelo Teorema 3.3, um sistema de coor-
denadas isotérmico principal em uma transformada de Darboux-Bianchi do

plano z = 0 é dado por:

~ 1
X =X — — (1€ "%y, +12e "%y, + BN),
mp

onde (1,72, 5, ¢, p) é a solu¢do do sistema linear

(O _ 0% _
aul =71 au2 = 72,
oM 02
— =0, —= =
8U2 ’ 8u1 0’
O _ 9 _
(9u1 =T (9u2 -
9B op
— =0, — =
8U1 ’ 8uQ O’
e g mp + mep,
aul
% =mp—m

\ 8U2 -

Resolvendo o sistema linear de equacoes diferenciais parciais acima, obtemos

V2
v = m senh V2m uq,
m

Yo = —V2m sen V2m us,

6 =k, k = constante,

© = cos V2m us + cosh vV2m uq,
p = cosh V2m uy; — cos vV2m us.
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Dai,

" @ senh v/2m u,
3 1
X = - B

Ug m(cosh v/2m u; — cos V2m us) V2m sen V2m uy
0 k

Além disso, pelo Corolério 3.4, a solucao do sistema (2.27) associada a X é

dada por

k1 :l:cos 2m uq + cosh V2m uy
cosh \2m uy — cos V/2m uy’

~ k k

Vi=-— — ,
! oS V2m ug + cosh vV2m uy  cosh V2m up — cos vV2m us

~ k k

V2 =

cos V2m ug + cosh vV/2m u;  cosh vV2m u; — cos v2m us

As transformadas de Darboux-Bianchi em IR® do plano z = 0 tém o aspecto

mostrado nas figuras abaixo, para os valores de k e m fixados:

NI,
ASAREEECL
AR TR
\\\‘“‘i&

Figura 2: m = 3 e m = 1, respectivamente. k = 1
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