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線形順序付け問題は，正方行列の行と列を同じ順列で並べ替え，下三角部分の値の合計を最小化する問題
であり，古くから研究されている．この問題は，辺に重みのついた有向グラフから一部の辺を取り除いてす
べての有向閉路を除去するとき，取り除いた辺の重みの合計を最小化するフィードバック辺集合問題と等価
である．本稿では，この問題に対するさまざまな解法を，実用的解法を中心に紹介する．
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1. はじめに

投票により複数の候補者に順位を与えることを考え
てみよう．各投票者がすべての候補者を見比べてから
投票するのが容易な場合は，良いと思う候補に投票す
る方法が通常よく用いられる．しかし，たとえば多く
の研究発表のなかから受賞者を決める場合は，一部の
発表を聞き逃してしまう投票者がいることがしばしば
である．そのような場合に通常の投票方法を採ってし
まうと，たまたま多くの人が聞いていた発表は，そう
でない発表に比べて有利になってしまう．
そこで，以下のような投票モデルを考えてみよう．各

投票者は候補者ではなくいくつかの候補者のペアの各々
に対してどちらの候補がより良いと思うかを投票する．
そして，できるだけ多くの投票者の意志に合うように
すべての候補者を順位付けする．このような順位付け
の問題を定式化すると線形順序付け問題になる．
線形順序付け問題（linear ordering problem, LOP）

は，正方行列が与えられたとき，行列の行と列を同じ
順列で並べ替え，下三角部分の値の合計を最小化する
問題である．なお，一般性を失うことなく対角成分は
0 であると仮定する．行列のすべての要素の重みの合
計は常に一定であるので，上三角部分の重み和の最大
化も等価な問題である．上の投票の例は，候補者 iの
ほうが j よりも良いと投票した人の数を行列の第 (i, j)

要素とした場合に対応する．この問題は，経済におけ
る産業連関表（industry transaction table）あるいは
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投入産出表（input-output matrix，I/O表）[25]と呼
ばれるデータの解析に応用があり，古くから研究され
ている [11]．I/O表にはある産業の製品がほかの産業
の生産活動にどれだけ利用されているかが記されてお
り，経済活動における需給関係の分析に利用されてい
る．なお，Leontiefはこのような投入産出分析（input-

output analysis）に関する業績により 1973年にノー
ベル経済学賞を受賞している．この他にも考古学におけ
る出土品の年代順の推定 [16]やスポーツにおけるチー
ムのランキング [17][37]などに応用がある．
線形順序付け問題は有向グラフを用いて定義するこ

ともできる．すなわち，辺に重みのついた有向グラフ
が与えられ，頂点を左から右に 1列に並べるとき，右
から左に向く辺の重みの合計を最小化する問題ととら
えるのである．行列の (i, j)要素を辺 (vi, vj)の重みと
みなすと，行と列を頂点と同じ順序に並べ替えた行列
における下三角部分の重みの合計は，右から左に向く
辺の重みの合計に等しい．図 1に行列による表現とグ
ラフによる表現の例を示す．各頂点 vi は行列の行と列
の番号 iに対応し，下三角部分の数値は右から左に向
く辺（図 1（b）の頂点の下側の辺）の重みに対応して
いる．
以下ではまず線形順序付け問題の定式化を行い，計

算の複雑さについて述べたのち，分枝限定法，局所探
索法，メタ戦略等の実用的解法を紹介する．また，代

図 1 LOP のある解の行列表現 (a) とグラフ表現 (b)
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表的なベンチマーク問題例についても簡単に紹介する．

2. 定式化と計算の複雑さ

本節ではまず線形順序付け問題の定式化を与える．
本稿ではとくに断らない限り以下のグラフによる最小
化問題としての定式化を用いて説明を行う．頂点集合
V (|V | = n)と辺集合 E ⊆ V × V よりなる有向グラ
フ G = (V, E)，および各辺 (u, v) ∈ E の重み cuv が
与えられる．このとき，頂点を左から右へ 1列に並べ，
右から左へ向く辺の重み和を最小化するのがこの問題
の目的である．便宜上，右から左へ向く辺を逆向辺，左
から右へ向く辺を順向辺と呼ぶ．また，(u, v) /∈ E な
らば cuv = 0であると仮定する．頂点の並べ方を順列
π : {1, . . . , n} → V で表す．π(i) = u は左から i 番
目の頂点が uであることを意味する．これらを用いる
と，逆向辺の重み和は

cost(π) =

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

cπ(j)π(i)

と表せる．これを以下ではコストと呼ぶ．なお，重み
が均一な（つまりすべての辺 (u, v) ∈ E の重み cuv が
1である）場合，この問題は Slaterの問題とも呼ばれ，
得られる順位付けを Slaterランキングと呼ぶこともあ
る [35]．このように辺重みが均一である問題例に限定
した場合でも線形順序付け問題はNP困難であること
が知られている（後述する等価な問題であるフィード
バック辺集合問題の辺重みが均一な場合に対して1972

年に証明されている [22]）．
一般性を失うことなくGを無向グラフとみなしたと

きに連結であることを仮定する（この仮定よりm = |E|
に対して m ≥ n − 1である）．また，cuv ≥ cvu なら
ば，cuv − cvu をあらためて辺 (u, v) の重みとし，辺
(v, u)を消去しても問題の本質は変わらない．とくに，
cuv = cvu ならば辺 (u, v)と (v, u)の両方を消去でき
る．これらのことから，すべての辺 (u, v) ∈ E に対し
て cuv > 0であると仮定しても一般性を失わない．任
意の頂点対 u, v ∈ V に対して (u, v) と (v, u) のちょ
うど一方がE に含まれるようなグラフをトーナメント
(tournament)と呼ぶが，上述の議論より，（重み 0の
辺を許せば）グラフをトーナメントに限定しても一般
性を失わないことがわかる．とくに，辺重みが均一で
グラフが一般である場合，すなわちすべての辺の重み
を 1 に限定しグラフの形状に制限を設けない場合は，
辺重みを 0か 1に限定したトーナメント上の問題例に
帰着できる．一方，重み 0の辺を許さない場合はこの

ような簡単な変換が直ちには利用できないので注意が
必要である．実際，グラフをトーナメントに限定した
辺重みの均一な線形順序付け問題の計算の複雑さは自
明ではなく，1992年にNP困難であることが予想され
ていたものの [2]，10 年以上未解決であった．この予
想が肯定的に解決されたのは比較的最近である [1]．
線形順序付け問題は以下のように整数計画問題とし

て定式化することができる：

最小化
∑

u∈V

∑

v∈V
v �=u

cuvxuv

制約 xuv + xvu = 1, ∀u �= v ∈ V,

xuv + xvw + xwu ≥ 1, ∀u �= v �= w ∈ V,

xuv ∈ {0, 1}, ∀u �= v ∈ V.

なお，∀u �= v �= w ∈ V は「すべての相異なる u, v, w

に対して」を意味するものとする．xuv = 1は辺 (u, v)

が逆向辺であることを表す．最初の制約は任意の頂点
対に対して左右を指定しなければならないことを表し，
次の制約はそのような左右の指定に推移性があり，全
順序が得られることを表す．xuv = 1がグラフから辺
(u, v)を取り除くことを意味するととらえ，長さ 2の
閉路からちょうど 1本の辺を，長さ 3の閉路から 1本
以上の辺を取り除かなければならないことを表す制約
であると解釈することもできる．その結果グラフが非
閉路的になることを容易に示せる．
このように有向グラフから一部の辺を取り除いてす

べての有向閉路を除去するとき，取り除いた辺の重み
の合計を最小化する問題は，（有向）フィードバック
辺集合問題 ((directed) feedback edge set problem,

feedback arc set problem)と呼ばれ，古くから多くの
研究がある．この問題が線形順序付け問題と等価であ
ることは，取り除く辺集合と，右から左に向く辺の集合
が対応することから直ちにわかる．なお，除去する辺の
総重みの最小化の代わりに，残す辺の総重みの最大化を
考える場合は，最大非閉路部分グラフ問題（maximum

acyclic subgraph problem）と呼ばれる．
逆向辺の重み和の最小化を考える場合，この問題は

APX困難であることが示されており [21]，P �= NPの
仮定の下では，ある定数 αが存在して，最適値の α倍
以下の解を得ることを保証できる多項式時間近似アル
ゴリズムは存在しないことが明らかにされている．そ
のような αの値が 1.3606 以上であることも示されて
いる [13]．一方，最適値のO(log n log log n)倍以下の
解を得る保証のある多項式時間近似アルゴリズムも提
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案されている [14][34]．
順向辺の重み和の最大化を考える場合は，簡単な方

法で最適値の 1/2以上の重みをもつ解を得ることがで
きる．適当な順列 π とそれを逆順にした順列 π′ を考
えると，これらの順向辺の集合は互いに疎であり，し
かもそれらの和集合はすべての辺集合となる．最適値
はすべての辺の重み和以下であるので，πと π′のうち
重み和の大きいほうを取れば，最適値の 1/2以上とな
る．長さ 2の閉路がないグラフで辺重みが均一な場合
については，グラフの最大次数∆に対して，順向辺の
数が (1/2 + Ω(1/

√
∆))m 以上となる順列を得るアル

ゴリズムが提案されている [4]．近似精度保証について
はその他にもさまざまな結果がある [10]．
グラフが特殊な構造をもつ場合に対する多項式時間

アルゴリズムもいくつか提案されている．以下はいず
れも重みが均一な場合に対する結果である．たとえば
グラフが特殊な階層構造（定義はやや複雑であるので
割愛する）をもつ場合に対しては，線形時間のアルゴ
リズムがある [12]．また，トーナメントが cyclicと呼
ばれる規則的な構造をもつときは，最適解が容易に得
られることが知られている [24]．

3. 厳密解法

厳密な最適解を得る代表的な手法である分枝限定法
（branch-and-bound method）に基づくアルゴリズム
の研究は古くから行われている [20]．分枝限定法は，問
題をいくつかの小規模な部分問題に分割し，そのすべ
てを解くことで等価的に元の問題を解くという考え方
に基づいている．その際，ある部分問題が元の問題の
最適解を与えないことを結論づける手法を組み合わせ
ることで，探索の効率を上げるところに特徴がある．
そのような手法の代表例が以下の下界値テストである．
発見的解法や分枝限定法の探索中に得られた解 πの中
で cost(π) が最小のものを暫定解と呼び，π∗ と記す．
ある部分問題に対して

その部分問題の最適値の下界値 ≥ cost(π∗)

であれば，その部分問題を厳密に解いても π∗ よりも
良い解は得られないため，その部分問題をそれ以上分
割して調べる必要のないことが結論できる．このよう
に部分問題の探索を打ち切ることを終端するという．
線形順序付け問題に対する下界の計算方法の例を一

つ紹介しよう．有向閉路の集合で，どの二つの閉路を
とっても有向辺を共有しないものを見つける．各閉路の
中で最小の辺重みを求め，すべての閉路に対してそれら

の和をとると，最適値の下界となる（文献 [10]のThe-

orem 37）．このアイデアに基づいて下界を最大にする
ような閉路の組合せを求めることは容易ではないが，最
小の辺重みのなるべく大きい閉路を選んで組み合わせる
ことで比較的よい下界が得られる．なお，このような閉
路に基づく下界の有効性はほかの問題（MAX-2-SAT）
に対しても確認されている [19]．
線形順序付け問題に対する分枝限定法の比較的新し

い成果としては文献 [9]がある．この文献では，メタ戦
略の一種である評価関数摂動法（noising method）と
呼ばれる発見的解法により初期暫定解を得，ラグラン
ジュ緩和を用いて下界を得る方法を提案している．緩和
問題は元の問題に比べると高速に解けるものの，分枝
限定法においては下界値計算の回数が通常非常に多く，
その都度緩和問題を解くのには時間がかかるので，緩
和問題を解くことなく部分問題を終端する工夫も行っ
ている．ランダムに生成した問題例に対する計算実験
の結果，頂点数 100までの問題例でワークステーショ
ン Sun SPARCを用いて約 1時間以内に解けるものが
多数あること，および問題の難しさは頂点数だけでは
なく辺重みなどの生成方法に大きく依存することを報
告している．なお，このアルゴリズムを実装したプロ
グラムが文献 [9]の著者のウェブサイト1で公開されて
いる．
線形順序付け問題に対しては，切除平面法（cutting

plane method）に基づくアルゴリズムも提案されてい
る．整数計画問題のすべての実行可能解が満たすような
線形不等式制約を妥当不等式と呼ぶが，切除平面法は，
線形緩和（linear relaxation, LP relaxation）問題の
最適解が満たしていないような妥当不等式がある限り
その一部を逐次的に追加しつつ線形緩和問題を解くとい
う操作を反復する方法である．たとえば，文献 [27]で
は主双対内点法（primal-dual interior point method）
を用いた切除平面法が提案されている．また，文献 [28]

では，切除平面法において，前半の反復で主双対内点
法を用い，後半ではシンプレックス法を用いる方法を
提案し，主双対内点法とシンプレックス法の一方のみ
を用いる方法に比べて大きな改善が得られることを報
告している．ランダムに生成した頂点数 100から 250

の問題例に対する計算実験の結果，これらのすべてが
Sun SPARC 20/71 上で 30 分以内に解けたことを報
告している．
分枝限定法に切除平面のアイデアを追加した分枝カッ

1 http://perso.telecom-paristech.fr/˜charon/
tournament/median.html
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ト法（branch-and-cut method）が有効であることは
さまざまな問題に対して確認されているが，線形順序
付け問題に対してもそのようなアイデアの有効性が検
証されている．たとえば文献 [17]ではさまざまな妥当
不等式を利用した切除平面法に分枝限定法を組み合わ
せる手法を提案しており，頂点数 60 までの問題例が
IBM 370/168 を用いて十数分以下で解けることを報
告している．また，文献 [30]では，mod-k cutと呼ば
れる妥当不等式を分枝カット法で利用することの効果
が検証されている．

2節の整数計画問題による定式化を用いて商用の整
数計画ソルバーを利用することで厳密な最適解を求め
ることもできる．そのようなソルバーの中で代表的な
ものの一つである CPLEX 10.0 を用いて Xeon（2.8

GHz）を搭載した計算機上でベンチマーク問題例（7節
に後述）のいくつかを解いてみたところ，75頂点以下
の問題例であれば厳密な最適解を得ることができた．
一方，頂点数 100以上の問題例に対しては，12時間か
けても最適解を得ることはできなかった．

4. 発見的解法

線形順序付け問題に対しては多数の発見的解法が提
案されている．本節では構築型解法等の比較的単純な
アルゴリズムをいくつか紹介する．まず，単純な構築型
解法として，簡単なスコアに基づいて頂点を並べる方
法がある．たとえば，各頂点 uから出る辺の重みの合計
∑

v∈V
cuvをその頂点のスコアとすると，スコアの大き

い頂点ほど左に並べるほうが得であることが直感的に
理解できるであろう．このような直感に基づいて，ス
コアの大きい順に左から右へと頂点を並べるのである．
このような方法は自然であり，18世紀後半にBorda [5]

によって提案されたとの記述がある [10]．スコアとし
て，各頂点 uから出る辺の重みの合計

∑
v∈V

cuv を u

に入る辺の重みの合計
∑

v∈V
cvu で割った比，あるい

はこれらの差を用いる方法もある．
スコアの最も大きい頂点を一番左に置き，その頂点

を取り除いたグラフにおいて再度スコアを計算し直し
て，修正したスコアの最も大きい頂点を 2番目に置く，
というようにスコアを修正しつつ順列を構築していく
方法もある．
フィードバック辺集合問題において「取り除く」辺集

合を「向きを反転する」辺集合ととらえ，そのような辺
集合を逐次的に選んでいく方法もある．すなわち，グ
ラフから有向閉路がなくなるまで逐次的に辺の向きを
反転させる操作を繰り返すのである．辺の重みが一般

の場合，グラフをトーナメントに限定しても一般性を
失わないことは前述のとおりである．頂点 uから出る
辺の本数すなわち出次数を δ+(u)と記す．トーナメン
トに，δ+(u) ≤ δ+(v)であるような辺 (u, v) があれば，
(u, v) を含む長さ 3の有向閉路が少なくとも一つ存在
する [29]．また，そのような辺 (u, v)の向きを反転す
ることで，長さ 3の有向閉路の数を δ+(v)− δ+(u)+1

減らすことができる．したがって，そのような辺を反
転する操作を繰り返すことで，最終的に閉路を含まな
いトーナメントに変形できるのである．
反転する辺を選ぶ基準にはいろいろあるが，たとえ

ば辺重みが均一な場合に対しては，δ+(v)− δ+(u) + 1

を最大にする辺 (u, v)を選ぶ方法 [36]が提案されてい
る．また，辺重みが一般の場合については，(δ+(v) −
δ+(u) + 1)/cuv を最大にする辺 (u, v) を選ぶ方法や，
(u, v)を含む長さ 3の閉路の重み和と (u, v)を反転さ
せたときに現れる長さ 3の閉路の重み和の差が大きい
辺を選ぶ方法などが考案されている [3]．
構築型の解法を反復することで解を改善していく

方法も提案されている [7]．この方法では，Insert,

Sort, Reverse の 3 つの操作を反復する．まず，
Insert(u, (π(1), . . . , π(i))) は，頂点 u を部分的な
順列 (π(1), . . . , π(i)) のいずれかの場所に挿入した順
序 (u, π(1), . . . , π(i)), (π(1), u, π(2), . . . , π(i)), . . .

のうちコストが最小のものを返す．これを用
いて Sort を以下のように再帰的に定義する：
Sort(π(1)) = π(1), Sort(π(1), . . . , π(i)) =

Insert(π(i),Sort(π(1), . . . , π(i − 1))) (i ≥ 2). つ
まり Sortは，i = 2, 3, . . . の順に，Insertを用いて
π(i)を部分的な順序 (π(1), . . . , π(i − 1)) の最良の位
置に挿入する操作を繰り返す手続きである．Reverse

は与えられた順列の逆向きの順列を返す．また，Sort

を適用しても順列に変化が起こらなくなるまで Sort

を反復する手続きを Sort∗ と記す．任意の順列に対
して Reverse を適用したのち Sort∗ を適用するこ
とで，操作を適用する前の順列に比べて同等以上の順
列が得られることが証明されている．また，この手法
により，60頂点までの LOLIBの問題例に対して相対
誤差 2%以内の解が得られることが報告されている．

5. 局所探索法

局所探索法（local search）は解を逐次的に改善して
いく基本的な手法である．解に少しの変形を加える操
作を近傍操作といい，近傍操作によって生成されうる
解の集合を近傍と呼ぶ．局所探索法は，適当な初期解
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πinit から始め，現在の解 π の近傍内により良い解 π′

があれば π を π′ に置き換える操作を，近傍内に改善
解が存在しなくなるまで反復する方法である．このよ
うに近傍内に改善解のない解を局所最適解と呼ぶ．
順列を求める問題に対する代表的な近傍操作として

は，以下のものがある．
• 隣接交換：順列において隣り合う 2つの頂点の位
置を交換する．

• 交換：2つの頂点の順列における位置を交換する．
• 挿入：1つの頂点を順列のほかの位置に挿入する．

これらの操作によって生成されうる解集合をそれぞれ
隣接交換近傍，交換近傍，挿入近傍と呼ぶ．
線形順序付け問題においては，交換操作で改善でき

る解は挿入操作でも改善できるが，挿入操作で改善で
きる解を必ずしも交換操作で改善できるとは限らない
ことが知られている [18]．また，実際に挿入近傍によ
る局所探索法のほうが交換近傍を用いた場合よりも性
能がよい傾向にあることが計算実験により観測されて
いる [33]．なお，隣接交換近傍は挿入近傍と交換近傍
の両方に含まれる．以上のことから，線形順序付け問
題に対するほとんどの局所探索法において，挿入近傍
が主要な近傍として用いられている．
近傍内の改善解の 1つを見つけるか，あるいはその

ような解がないと結論づけるまでに要する時間を 1ラ
ウンド時間（one-round time）という [38]．なお，そ
のような計算を効率化するためにデータ構造等を工夫
することがしばしばあるが，そのような場合には，解
の更新に伴って必要となるデータ構造の更新に要する
時間も 1ラウンド時間に含まれる．局所探索法を効率
的に実現するためには，この時間を短くすることが重
要である．
近傍内の解のコストを評価する際には，通常各解の

コストそのものではなく，現在の解からの変化量を計
算することで効率化を図る．このように変化量を計算
すれば，隣接交換近傍内の 1 つの解のコストを O(1)

時間で計算できることは容易にわかる．隣接交換近傍
のサイズは O(n) なので，1 ラウンド時間は O(n) で
ある．一方，挿入近傍と交換近傍については，このよ
うに各解のコストの変化量を計算する方法を単純に実
装すると，一つの近傍解の評価に O(n)時間を要する．
これらの近傍サイズは O(n2)なので，1ラウンド時間
は O(n3)である．挿入近傍については，簡単なアイデ
アでこれを O(n2)に改善できる [33]．たとえば，i番
目の頂点を j 番目 (i < j)の頂点の次の位置に挿入す
る操作を考える．これは，i番目と i + 1番目の頂点を

交換し，次に i + 1番目と i + 2番目の頂点を交換し，
というように隣接交換操作を繰り返し，最後に j − 1

番目と j 番目の頂点を交換することで実現できる．こ
の途中で出てくるすべての解が挿入近傍内の解であり，
その 1つ 1つの評価がO(1)時間でできることから，結
局挿入先の候補を近い位置から順序よく探索していく
ことで，上述の 1ラウンド時間が実現できるのである．
データ構造を工夫することで，この計算時間をさら

に速くする 2つのアイデアが文献 [32]で提案されてい
る．1 つ目は LISTと呼ばれるアルゴリズムで，各頂
点に接続する頂点集合を，現在の解の順に並べたリス
トを用意することで，1ラウンド時間 O(m)を実現し
ている．2 つ目は TREE と呼ばれるアルゴリズムで，
2–3木と呼ばれる平衡木に基づいている．各頂点 uに
対して 2–3木を用意し，その葉に uを挿入する場所を
対応させ，葉から根へのパス上の点に保持している値の
合計によって挿入後のコストを計算できるように情報
を管理することで，1ラウンド時間O(n+∆ log ∆)を
実現している．計算実験の結果，たとえば頂点数 8000

で辺密度 100%（つまり辺数 3000 万以上!）の大規模
な問題例であっても，アルゴリズム TREE を用いる
と，Xeon（NetBurst）3.0 GHzを搭載した計算機で
15分程度で局所最適解に到達することが確認されてい
る．一方，1ラウンド時間が O(n2)時間のアルゴリズ
ムや LISTを用いた場合は，12時間かけても局所最適
解に到達しない．
次の節で紹介するメタ戦略アルゴリズムの多くが局

所探索法に基づいていることから，このような局所探
索の効率化はきわめて重要であり，上述の成果は線形
順序付け問題に対するメタ戦略の発展に大きく寄与す
ると考えられる．

6. メタ戦略

構築型の発見的解法や局所探索法などの基本的な解
法よりも多少時間はかかってもより良い解を得るため
に，基本的な解法を高度に組み合わせて設計されたアル
ゴリズムを総称してメタ戦略（metaheuristics）とい
う．線形順序付け問題に対して提案されているメタ戦略
アルゴリズムには，タブー探索法（tabu search）[23]，
散布探索法（scatter search）[6]，反復局所探索法（it-

erated local search）[31]，可変近傍探索法（variable

neighborhood search）[15]，遺伝アルゴリズム（ge-

netic algorithm）[8][18]などがある．
文献 [23]のタブー探索法は，1つの頂点をランダム

に選び，その頂点を現在の位置以外の最良の場所に挿
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入する操作を基本ステップとする．一度位置を変更し
た頂点の移動をしばらくの間禁止することで同じ頂点
の位置が頻繁に変更されることを防いでいる．また，
各頂点に接続している辺重みの総和をその点の影響力
と考え，各反復で移動対象を選ぶ際に影響力の大きい
ものほど選ばれやすくするフェーズと，各頂点 u に
対してその点の位置をこれまでの探索で変更した回数
Freq(u)を用いて Freq(u)が小さいものほど選ばれ
やすくするフェーズを交互に繰り返すことで，多様な
解を探索することを狙っている．さらに，パス再結合
（path relinking）と呼ばれる 2つの解を組み合わせて
新たな解を生成する手法を用いて，有望な領域に探索
を集中化するなどの工夫も行っている．
過去に得られた良い解にランダムな摂動を与えた解

を初期解として局所探索を行う操作を反復する手法を
反復局所探索法という．摂動を与える際には，近傍内か
ら解をランダムに選ぶ操作を用いることが多いが，こ
のための近傍として大きさの異なるものを複数用意し
ておき，探索の状況に応じて摂動の大きさを変える方
法を可変近傍探索法と呼ぶ．文献 [15]では，この枠組
みの下で局所探索の部分にタブー探索法を用いる方法
や，摂動を与える操作において上述の Freqを用いる
方法などを検討している．
解の集団を保持し，集団の中のいくつかの解を利用

して新たな解を生成したのち，得られた解の中で良い
ものを残す操作を反復することで解集団を更新してい
く方法を遺伝アルゴリズムと呼ぶ．このような枠組み
に局所探索法を組み合わせた方法は，遺伝的局所探索
法などと呼ばれている．線形順序付け問題に対しても
このアイデアに基づくアルゴリズムが提案されており，
その効果が確認されている [8][18]．文献 [8] では，さ
らに，この枠組みにおいて局所探索の代わりに評価関
数摂動法やアニーリング法（simulated annealing）と
呼ばれるメタ戦略を用いる方法も検証している．
遺伝アルゴリズムと同様に解集団に基づく手法に散

布探索法がある．遺伝アルゴリズムは生物の進化の様
子に着想を得て提案された手法であるが，散布探索法
ではそのような背景にとらわれず，問題構造や探索履
歴を利用したルールを導入してアルゴリズムが構成さ
れることが多い．たとえば，遺伝アルゴリズムにおけ
る交叉と呼ばれる操作では 2つの解を組み合わせて新
たな解を生成するが，文献 [6]の散布探索法では，3つ
以上の解からも新たな解を生成するルールを提案して
いる．
上述のメタ戦略アルゴリズムの多くは，頂点数 200

までのベンチマーク問題例に対して性能評価が行われ
ており，高い性能を示すことが確認されている．たとえ
ば，文献 [15]では，可変近傍探索法やタブー探索法は，
最適解が既知であるような問題例のほとんどに対して
最適解を得ることができ，その計算時間は Pentium 4

（2 GHz）を搭載した計算機上で平均 1 秒未満であっ
たことを報告している．文献 [31]では，前節で紹介し
た TREE アルゴリズムに基づく局所探索法を反復局
所探索法に組み込み，頂点数最大 8000 までの大規模
な問題例に対する計算実験を通して，その有効性を確
認している．

7. ベンチマーク問題例

本節では線形順序付け問題に対する代表的なベンチ
マーク問題例を紹介しておく．古くから利用されてき
た問題例として，LOLIBがある2．これらはヨーロッ
パの投入産出表の現実のデータから得られた 49 の問
題例からなり，その頂点数は 44から 60である．これ
らのすべてに対して厳密な最適解が知られている．
同様のデータとして，SGB（Stanford GraphBase）

と呼ばれる問題例群がある．これらはアメリカ合衆国
の投入産出表から得られた 25 問からなり，その頂点
数は 75 である．これらについてもすべての問題例に
対して厳密な最適解が知られており，問題例とともに
公開されている3．このサイトにはこの他にもいくつか
の問題例群が公開されている．たとえば，ランダムに
生成された頂点数最大 250までの問題例や，テニスの
ATPワールドツアーの結果から生成された問題例など
がある．
線形順序付け問題の問題例を生成するプログラムも

公開されており4，文献 [28] の計算実験等に利用され
ている．
著者らのサイトでは，頂点数 500から 8000 までの

大規模な問題例を公開している5．これらの問題例は，
ランダムにグラフを生成し，各辺の重みを区間 [1, 99]

の整数から一様にランダムに選んで生成したものであ
る．辺密度が疎なものから密なものまでさまざまな種
類の問題例がある．

8. まとめ

本稿では，線形順序付け問題の基本的な性質と，この

2 http://www2.iwr.uni-heidelberg.de/groups/
comopt/software/LOLIB/
3 http://www.optsicom.es/lolib/
4 http://homepages.rpi.edu/˜mitchj/generators/linord/
5 http://www.co.cm.is.nagoya-u.ac.jp/˜yagiura/lop/

332 （160） オペレーションズ・リサーチ



問題に対する厳密解法や発見的解法などの実用的な解
法を紹介した．この問題に対して提案されているアル
ゴリズムはもちろん本稿で紹介したものだけではない
が，より詳しくは Charonと Hudryによる 50ページ
以上にわたる詳しいサーベイ [10]や線形順序付け問題
に対する厳密解法や発見的解法の話題を集めたMart́ı

と Reineltによる本 [26]をご参照いただきたい．本稿
が線形順序付け問題に対する実用的な解法に関する理
解を深める一助となれば幸いである．
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[3] J.P. Barthélemy, A. Guénoche and O. Hudry: Me-
dian linear orders: Heuristics and a branch and bound
algorithm. European Journal of Operational Research,
42 (1989), 313–325.

[4] B. Berger and P. Shor: Approximation algorithms
for the maximum acyclic subgraph problem. Proc.
1st ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms
- SODA’90, (San Francisco, CA, 1990) 236–243.
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