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Introdugao

Introducao

Estudamos a existéncia e comportamento assintético de solucdes
brandas para as equagdes de Boussinesq em espagos de Morrey

O\Ep,)» (Rn)

Equacgdes da Boussinesq
Ou 1 n
E—vAu+(u-V)u+BVp=i{9f+F1, x€R (1)
div u =0, x € R" (2)
00 N
E—xA9+(u-V)9=F2, x€eR (3)
u(x,0) = ug, 0(x,0) =60y edivuy =0. xeR" (4)
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Espagos de Morrey

Espacos de Morrey

Definicao (Espagos de Morrey)

p

ocR"). Dizemos

Sejam p € [1,00) e 0 < A < n. Assuma que f € L
que f € Lp ), se

/ |F(x)|Pdx < Cr, (5)
Bl(xp.r)

onde B(xp, r) = {x € R";

x — xo| < r} denota uma bola em R".
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Espagos de Morrey Propriedades

Inclusao

Sel<pi<p<ooel=nlp—p)/p1 >0, entdo

LP1 c L P1® c ;'gm’)b_
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Espagos de Morrey Propriedades

Inclusao
Sel<pr<pp<ooel=nlpr— p)/p1 >0, entdo

LP ¢ JEZES ¢ SEpz,A-

.
Fungdes homogéneas
Sel<p;<n/de 0<d< n, entdo
x| e X =n—d
ppr H = p1- )
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Espagos de Morrey Propriedades

Inclusao

Sel<pr<pp<ooel=nlpr— p)/p1 >0, entdo

LP ¢ JEZES ¢ D\'gm')b_

Fungdes homogéneas
Sel<p;<n/de 0<d< n, entdo

IX|7% € £pp, p=n—dpr. )
Desigualdade de Hdolder
Sejam r,p,q € [1,00). Se L = % + % el = % + ¢, entdo

Ifgle,, <Ifle,,lels,,:
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Espagos de Morrey Aproximagdao da identidade

N&o hd um resultado de aproximacao da identidade em espagos de
Morrey £, porque estes contém fungoes singulares. Precisamos
considerar o seguinte sub-espago:

;Ep,)» = {(P € ;Ep,)»;

79— @lps— 0,y — 0}, )

onde 1,¢(x) = ¢(x — y) denota a translagdo em R”".
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Espagos de Morrey Aproximagdao da identidade

N&o hd um resultado de aproximacao da identidade em espagos de
Morrey £, porque estes contém fungoes singulares. Precisamos
considerar o seguinte sub-espago:

;Ep,)» = {(P € ;Ep,)»;

79— @lps— 0,y — 0}, )

onde 1,¢(x) = ¢(x — y) denota a translagdo em R”".
Proposicao

Assuma Y € SR, 0< P <1, [ =1e Pe(x) = e "Ple1x). Se
(p E ip,}w
@ PxY € ;Ep,,\, para todo € > 0.

e g€ ;%M se e somente se | * P — @| 1, — 0 quando € — 0.
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Espagos de Morrey Projetor de Leray

Proposicdo (Transformada de Riesz)
Sel < p<ooel<A<n entdo os operadores R; definidos por

Rf(E) = FE), =L

s@o continuos em X, (R").
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Espagos de Morrey Projetor de Leray

Proposicdo (Transformada de Riesz)
Sel < p<ooel<A<n entdo os operadores R; definidos por

Rf(E) = FE), =L

s@o continuos em X, (R").

W
Proposicdo (Projetor de Leray)
Seja P o operador definido por
T Ei€k | .
(Pu)jk(‘f) = {5j - W U(‘f)-
Sel<p<ooel<A<n entdo P é continuo em ;EP,A(R").
v
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Espagos funcionais Espagos funcionais

Espacos Funcionais

Assumaquel<p,q,r<oo,;1=n—pea=1—%,3=1—¥.

Espagos funcionais

Hp = BC((0,00); £5,, x Lpp),
Hor = {[u,6] € Hp: [t%u,£26] € BC((0,00); £, x Lrp)}-
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Espagos funcionais Espagos funcionais

Espacos Funcionais

_ _ n-p o _ n—p
Assumaque 1 < p,q,r<oo,p=n—-pea=1--F B=1-"F

q

Espagos funcionais
Hp = BC((0,00); £p ;; x Lpp),
a B . .
Hq,r = {[u, 0] € Hp: [tz2u,t20] € BC((0,00); £, x Lrp)}-
Normas
H u _ sup [u(-, t)}
O, eolllOC 8,
0 H 0 + e2ul, )
= sup B
9 Hq,r 9 Hp t>0 t2 6(, t) QAL
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Espagos funcionais Formulagdao integral

Formulacao integral

Solucdo branda

Uma solugao branda para o problema de valor inicial (1)-(4) é um
vetor [u, 0] € H, satisfazendo

[u(t), 6(t)] =e~[uo, 60] + Bl[u, ], [u, 6))(t) + Tr(6)(t)

e [u(t), 8(t)] — [uo, 6] no sentido de distribui¢do, quando t — 0%.
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Espagos funcionais Formulagdao integral

Formulacao integral

Solucdo branda

Uma solugao branda para o problema de valor inicial (1)-(4) é um
vetor [u, 0] € H, satisfazendo

[u(t), 6(t)] =e~[uo, 60] + Bl[u, ], [u, 6))(t) + Tr(6)(t)

e [u(t), 8(t)] — [uo, 6] no sentido de distribui¢do, quando t — 0%.

Bilu. 0L [v, )0 = - [ 9 -eeost [0 2] sy
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Espagos funcionais Formulagdao integral

Formulacao integral

Solucdo branda

Uma solugao branda para o problema de valor inicial (1)-(4) é um
vetor [u, 0] € H, satisfazendo

[u(t), 6(t)] =e~[uo, 60] + Bl[u, ], [u, 6))(t) + Tr(6)(t)

e [u(t), 8(t)] — [uo, 6] no sentido de distribui¢do, quando t — 0%.

B([u, 6], [v /V e (t=sit [ (u i‘/)} (s)ds

TH0)() = ,{/O o-lt=siL [P(gf)} (s)ds, L [g} - - [ﬁg}.
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Teorema 1

Seja [ug, 6] € jﬁg# x £py. Assuma que t7f € BC((0, 00); (Lp,)") com
¥ =1-55F, e denote ||f|ly,b,) = SuPso 1 F( )|y -

Teorema (Boa-colocacao)

Se ||f|l9,b,u) € suficientemente pequeno, entdo existe 0 < ¢ < 1,
€>0eé =) >0 tal que se ||[u, 6o]|,,, < S, 0 problema de valor
inicial (1)-(4) tem uma solug¢do branda global no tempo

[u,0] € Hg,r com dado inicial [up, 6p]. Além disso, a solugdo [u, 0] é

tinica na bola fechada B(0, £%) C Hg,r-
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Teorema 1

Teorema (Dependéncia continua no campo f)

Assuma que {[upm, Om]}men € [u, 0] sdo solugdes de (1)-(4) com
mesmo dado inicial [ug, 6] e respectivos campos {f,} e f. Se
fm — f na norma |||y ), entdo [um, Om] — [u, 6] em H,.
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Teorema 1

Teorema (Dependéncia continua no campo f)

Assuma que {[upm, Om]}men € [u, 0] sdo solugdes de (1)-(4) com
mesmo dado inicial [ug, 6] e respectivos campos {f,} e f. Se
fm — f na norma |||y ), entdo [um, Om] — [u, 6] em H,.

Teorema (Problema de Bénard)

Seja n > 3 e p > 2. Assuma que o coeficiente de expansdo do
volume k é suficientemente pequeno. Entdo podemos considerar o

caso fisico f(x) = -G ﬁ isto é, o campo gravitacional newtoniano.
X

v
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Resultados Corolério

Coroldrio (Auto-similaridade)

Assuma as hipdteses do Teorema 1. Assuma que

¥oYol y 7 A
[uo, 60] € L5, x Lp,y € um vetor homogéneo de grau —1 e o campo
gravitacional satisfaz

f(x, t) = A2 f(Ax, A°t),

para todo A >0, t > 0 e x € R". Entdo a solugdo [u, 6] obtida no
Teorema 1 é uma solugcdo auto-similar para o PVI (1)-(4), isto é,

[ulx, t), 0(x, t)] = AMulix, A%t), B(Ax, A%t)].
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Resultados Teorema 2

Teorema 2
Teorema
Assuma as hipdéteses do Teorema 1. Sejam [u, 0] e [v, @] solugdes
globais para (1)-(4) com respectivos dados iniciais [ug, 6] € [vo, ¥o,
e correspondentes campos de vetores f e w. Além disto, assuma
que
lim t7[[(-, t) = w(-, )b = O. (6)
t—00
Entdo
i 9] -
¢ Py
se e somentfe se
. et®(up — vo)]
||m tA\ = 0. (8)
t=oo || [€77(60 — o) [ ||, |
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Resultados Teorema 2

Teorema 2
Teorema
Além disso,
t2 t) — v(t
C [ L °
— 00 2 —_—
¢ q.pr.p
se e somente se
tﬂ tA _
Jim L; em((go VO)) 0 (10)
—00 2 —
e 0 — Po - |
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Resultados Corolério

Corolério (Bacia Atratora)

Assuma as hipéteses do Teorema 1. Seja b = §, [up, 6] um vetor
homogéneo de grau -1 e [¢, ] € CFoyx C5° . Assuma que [u,0] e
[v, @] sdo solugbes brandas com respectivos dados iniciais [ug, 6]
e [ug + ¢, @y + VY], e correspondentes campos de vetores

f(x, t) = G| 5 e w(x, t), tal que

t—00

lim [wi-, ) - G[XXPnb.p = 0. (11)

Entdo, a solugdo pertubada [v, ¢] é atraida para a solugdo
auto-similar [u, 6] no sentido de (7)-(8) e (9)-(10).

Marcelo F. de Almeida (Dmat - UFPE) As equagdes de Boussinesq em Morrey 12 de Novembro, 2010 14 /15



REEISIGEE Referéncias

Cannon, J. R, DiBenedetto, E., The initial value problem for the
Boussinesq equations with data in LP, Approximation methods for
Navier-Stokes problems, Lecture Notes in Math. 771 (1980), 129-144.

Ferreira, L.C.F., Villamizar-Roa, E.]., Existence of solutions to the
convection problem in a pseudomeasure-type space, Proc. R. Soc.
Lond. Ser. A Math. Phys. Eng. Sci. 464 (2008), 1983-1999.

Karch, G., Prioux, N., Self-similarity in viscous Boussinesq
equations. Proc. Amer. Math. Soc. 136 (2008), 879-888.

Ferreira, L.C.F., Villamizar-Roa, On the stability problem for the
Boussinesq equations in weak-LP spaces, Commun. Pure Appl.
Anal. 9 (2010), 667 - 684.

Marcelo F. de Almeida (Dmat - UFPE) As equagdes de Boussinesq em Morrey 12 de Novembro, 2010 15/15



	Introdução
	Espaços de Morrey
	Propriedades
	Aproximação da identidade
	Projetor de Leray

	Espaços funcionais
	Espaços funcionais
	Formulação integral

	Resultados
	Teorema 1
	Teorema 1
	Corolário
	Teorema 2
	Teorema 2
	Corolário

	Referências
	Referências


