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Departamento de MatemáticaUniversidade Federal de Pernambuco

IV ENAMA
12 de Novembro, 2010

Marcelo F. de Almeida (Dmat - UFPE) As equações de Boussinesq em Morrey 12 de Novembro, 2010 1 / 15



IntroduçãoIntrodução
Estudamos a existência e comportamento assintótico de soluçõesbrandas para as equações de Boussinesq em espaços de Morrey
L̇p,λ(Rn).Equações da Boussinesq

∂u
∂t − ν∆u + (u · ∇)u + 1

ρ∇p = κ θf + F1, x ∈ Rn (1)
div u = 0, x ∈ Rn (2)

∂θ
∂t − χ∆θ + (u · ∇)θ = F2, x ∈ Rn (3)

u(x , 0) = u0, θ(x , 0) = θ0 e div u0 = 0. x ∈ Rn (4)
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Espaços de MorreyEspaços de Morrey
Definição (Espaços de Morrey)
Sejam p ∈ [1,∞) e 0 ≤ λ < n. Assuma que f ∈ L

p
loc (Rn). Dizemos

que f ∈ L̇p,λ , se ∫
B(x0,r ) |f (x)|pdx ≤ Crλ, (5)

onde B(x0, r ) = {x ∈ Rn ; |x − x0| < r} denota uma bola em Rn.
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Espaços de Morrey Propriedades
InclusãoSe 1 ≤ p1 ≤ p2 < ∞ e λ = n(p1 − p2)/p1 > 0, então

Lp1  Lp1∞  L̇p2,λ.

Funções homogêneasSe 1 ≤ p1 < n/d e 0 < d < n, então
|x |−d ∈ L̇p,µ, µ = n − dp1.

Desigualdade de HölderSejam r , p, q ∈ [1,∞). Se 1
r = 1

p + 1
q e µ

r = λ
p + υ

q , então
‖fg‖L̇r ,µ

6 ‖f ‖L̇p,λ
‖g‖L̇q,υ

.
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Espaços de Morrey Aproximação da identidadeNão há um resultado de aproximação da identidade em espaços deMorrey L̇p,λ , porque estes contêm funções singulares. Precisamosconsiderar o seguinte sub-espaço:
˜̇Lp,λ = {φ ∈ L̇p,λ ; ‖τyφ − φ‖p,λ Ï 0 , y Ï 0},

onde τyφ(x) = φ(x − y ) denota a translação em Rn.

Proposição
Assuma ψ ∈ S(Rn), 0 ≤ ψ ≤ 1,

∫
ψ = 1 e ψε(x) = ε−nψ(ε−1x). Se

φ ∈ L̇p,λ ,

φ ∗ ψε ∈ ˜̇Lp,λ, para todo ε > 0.

φ ∈ ˜̇Lp,λ se e somente se ‖φ ∗ ψε − φ‖p,λ Ï 0 quando ε Ï 0.
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Espaços de Morrey Projetor de Leray
Proposição (Transformada de Riesz)
Se 1 < p < ∞ e 0 ≤ λ < n, então os operadores Rj definidos por

R̂j f (ξ) = iξj
|ξ| f̂ (ξ), j = 1, · · · , n

são cont́ınuos em L̇p,λ(Rn).

Proposição (Projetor de Leray)
Seja P o operador definido por

(̂Pu)jk (ξ) = {δjk − ξjξk
|ξ|2

}
û(ξ).

Se 1 < p < ∞ e 0 ≤ λ < n, então P é cont́ınuo em L̇p,λ(Rn).
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Espaços de Morrey Projetor de Leray
Proposição (Transformada de Riesz)
Se 1 < p < ∞ e 0 ≤ λ < n, então os operadores Rj definidos por

R̂j f (ξ) = iξj
|ξ| f̂ (ξ), j = 1, · · · , n

são cont́ınuos em L̇p,λ(Rn).
Proposição (Projetor de Leray)
Seja P o operador definido por

(̂Pu)jk (ξ) = {δjk − ξjξk
|ξ|2

}
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Espaços funcionais Espaços funcionaisEspaços Funcionais
Assuma que 1 < p, q, r < ∞, µ = n − p e α = 1− n−µ

q , β = 1− n−µ
r .

Espaços funcionais
Hp = BC ((0,∞); L̇σ

p,µ × L̇p,µ),
Hq,r = {[u, θ] ∈ Hp : [t α2 u, t β2 θ] ∈ BC ((0,∞); L̇σ

q,µ × L̇r ,µ)}.

Normas ∥∥∥∥[uθ
]∥∥∥∥

Hp

= sup
t>0

∥∥∥∥[u(·, t)
θ(·, t)

]∥∥∥∥
p,µ
,∥∥∥∥[uθ

]∥∥∥∥
Hq,r

= ∥∥∥∥[uθ
]∥∥∥∥

Hp

+ sup
t>0

∥∥∥∥∥
[
t
α
2 u(·, t)

t
β
2 θ(·, t)

]∥∥∥∥∥
q,µ,r ,µ

.
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Espaços funcionais Formulação integralFormulação integral
Solução brandaUma solução branda para o problema de valor inicial (1)-(4) é umvetor [u, θ] ∈ Hp satisfazendo

[u(t), θ(t)] =e−tL[u0, θ0] + B([u, θ], [u, θ])(t) + Tf (θ)(t)
e [u(t), θ(t)] ⇀ [u0, θ0] no sentido de distribuição, quando t Ï 0+.

B([u, θ], [v , φ])(t) = −∫ t

0
∇ · e−(t−s)L [P(u ⊗ v )

uφ

] (s)ds
Tf (θ)(t) = κ

∫ t

0
e−(t−s)L [P(θf )

0

] (s)ds, L

[
u
θ

] = − [4u
4θ

]
.
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Resultados Teorema 1Teorema 1
Seja [u0, θ0] ∈ L̇σ

p,µ × L̇p,µ. Assuma que tθ f ∈ BC ((0,∞); (L̇b,µ)n) com
θ = 1− n−µ

2b , e denote ‖f ‖θ,(b,µ) = supt>0 t
θ‖f (·, t)‖b,µ .

Teorema (Boa-colocação)
Se ‖f ‖θ,(b,µ) é suficientemente pequeno, então existe 0 < ς < 1,
ε > 0 e δ = δ(ε) > 0 tal que se ‖[u0, θ0]‖p,µ 6 δ, o problema de valor
inicial (1)-(4) tem uma solução branda global no tempo[u, θ] ∈ Hq,r com dado inicial [u0, θ0]. Além disso, a solução [u, θ] é
única na bola fechada B(0, 2ε

1−ς ) ⊂ Hq,r .
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Resultados Teorema 1Teorema 1
Teorema (Dependência cont́ınua no campo f )
Assuma que {[um, θm]}m∈N e [u, θ] são soluções de (1)-(4) com
mesmo dado inicial [u0, θ0] e respectivos campos {fm} e f . Se
fm Ï f na norma ‖f ‖θ,(b,µ), então [um, θm]Ï [u, θ] em Hq,r .

Teorema (Problema de Bénard)
Seja n ≥ 3 e p > 2. Assuma que o coeficiente de expansão do
volume κ é suficientemente pequeno. Então podemos considerar o
caso f́ısico f (x) = −G x

|x |3 , isto é, o campo gravitacional newtoniano.
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Resultados Corolário
Corolário (Auto-similaridade)
Assuma as hipóteses do Teorema 1. Assuma que[u0, θ0] ∈ L̇σ

p,µ × L̇p,µ é um vetor homogêneo de grau −1 e o campo
gravitacional satisfaz

f (x , t) = λ2f (λx , λ2t),
para todo λ > 0, t > 0 e x ∈ Rn. Então a solução [u, θ] obtida no
Teorema 1 é uma solução auto-similar para o PVI (1)-(4), isto é,

[u(x , t), θ(x , t)] = λ[u(λx , λ2t), θ(λx , λ2t)].
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Resultados Teorema 2Teorema 2
Teorema
Assuma as hipóteses do Teorema 1. Sejam [u, θ] e [v , φ] soluções
globais para (1)-(4) com respectivos dados iniciais [u0, θ0] e [v0, φ0],
e correspondentes campos de vetores f e w . Além disto, assuma
que

lim
tÏ∞

tθ‖f (·, t)− w (·, t)‖b,µ = 0. (6)
Então

lim
tÏ∞

∥∥∥∥[u(t)− v (t)
θ(t)− φ(t)

]∥∥∥∥
p,µ

= 0 (7)
se e somente se

lim
tÏ∞

∥∥∥∥[et4(u0 − v0)
et4(θ0 − φ0)

]∥∥∥∥
p,µ

= 0. (8)
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Resultados Teorema 2Teorema 2
Teorema
Além disso,

lim
tÏ∞

∥∥∥∥∥
[
t
α
2 (u(t)− v (t))

t
β
2 (θ(t)− φ(t))

]∥∥∥∥∥
q,µ,r ,µ

= 0 (9)
se e somente se

lim
tÏ∞

∥∥∥∥∥
[
t
α
2 et4(u0 − v0)

t
β
2 et4(θ0 − φ0)

]∥∥∥∥∥
q,µ,r ,µ

= 0. (10)
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Resultados Corolário
Corolário (Bacia Atratora)
Assuma as hipóteses do Teorema 1. Seja b = p

2 , [u0, θ0] um vetor
homogêneo de grau −1 e [φ, ψ] ∈ C∞0,σ× C∞0 . Assuma que [u, θ] e[v , φ] são soluções brandas com respectivos dados iniciais [u0, θ0]
e [u0 + φ, φ0 + ψ], e correspondentes campos de vetores
f (x , t) = −G x

|x |3 e w (x , t), tal que

lim
tÏ∞
‖w (·, t)− G

x

|x |3
‖b,µ = 0. (11)

Então, a solução pertubada [v , φ] é atraı́da para a solução
auto-similar [u, θ] no sentido de (7)-(8) e (9)-(10).
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