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AULA

Polinomios

META:

Apresentar polinémios em uma indeterminada sobre um anel.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Definir polinébmios em uma indeterminada sobre um anel.
Compatibilizar a estrutura do anel A com a de A[z].

Efetuar as operagoes de soma e produto de polindémios.

Reconhecer o grau de um polinémio.

Reconhecer coeficientes, termos, termo lider, coeficiente lider, monémio

lider e o termo constante de um polinémio.

PRE-REQUISITOS

Defini¢ao de anel, dominio de integridade e corpo.
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1.1 Introducao

Prezado aluno, bem vindo ao curso estruturas algébricas II. Esta
é nossa primeira aula e comecarei fazendo-lhe a seguinte pergunta:

vocé sabe a diferenga entre as seguintes expressoes?

a) f(X)=X?+X+1, X eR.

b) X € Rtal que X2+ X +1=0.

) X2+ X +1.

Até o momento, vocé deveria saber tratarem-se, respectivamente,

de uma funcao polinomial, uma equacao polinomial e um polindémio.

Para diferenciarmos um objeto de um outro se faz necessario saber-
mos a defini¢ao precisa de cada um deles. Neste caso, o que é uma

funcao? O que é uma equagao algébrica? O que é um polinémio?

A luz da teoria dos conjuntos, a diferenca entre funcio e equacao
torna-se evidente. Os nomes varidvel e incognita servem justa-
mente para diferenciarmos o papel de z quando o mesmo representa
o elemento genérico do dominio de uma fungao ou uma solugao
genérica de uma equagado. Ja o z figurando-se em um polinémio

passa a ser chamado de indeterminada.

Nesta aula, definiremos polinémios via um certo tipo de sequéncias.
Esta definicao evita o uso de indeterminada e ressalta a importan-
cia da estrutura do anel dos coeficientes na estrutura de anel dos

polindémios.
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1.2 Polinomios

A definigdo de polindmio que trazes consigo certamente é como

uma expresséo formal dO tlpO
n 1
AnT e a1x ap

em que ag, a1, . - - , Ay SA0 NUMeros reais e ¢ € Z é um inteiro positivo
para todo 7, 0 <17 < n.

Mas, vocé sabe o que é uma expressao formal? Qual o signifi-
cado do termo ax™? Isto é um produto ou meramente uma agluti-
nacao de letras? Os coeficientes a;’s devem necessariamente ser
reais ou complexos? O que mudaria no conjunto dos polinémios se
considerassemos seus coeficientes em Q, em Z ou até mesmo em
Z,? Até que ponto a estrutura algébrica dos coeficientes interfere
na estrutura algébrica do conjunto de polinémios? E o x, o que
realmente ele representa?

A definicdo a seguir tanto evita qualquer tipo de obstrugao psi-
cologica quanto resolve a crise existencial dos polindémios e do =

enquanto indeterminada.

Definigao 1.1. Seja A um anel. Um polinémio com coeficientes
no anel A é uma sequéncia infinita de elementos em A escrita na
forma

(ao, al,ag, .. )
na qual todos os a;’s sdo nulos exceto para uma quantidade finita
de indices. Os elementos ag, a1, as, ... sdo chamados coeficientes

do polinémio.

Usaremos o simbolo P4 para denotar o conjunto de todos os
polinébmios definidos sobre um anel A. Dois polinémios
P = (ag,a1,a2,...) e Q@ = (b, b1,ba,...) em Py sdo iguais se sdo

iguais como sequéncias, isto é, a; = b; para cada indice 1.

17
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A sequéncia nula (0,0,0,...) é um polindémio chamado polinémio
nulo e denotado por 0. Se P = (ag,a1,az2,...) € P4 é nao nulo
entao existe n > 0 tal que a, # 0 e a; = 0 para todo ¢ > n. Tal

inteiro n é chamado grau de P e denotado por deg P. Em simbolos,
deg P :=maxz{i : a; # 0}, (P #0).

OBS 1.1. O grau do polinémio nulo nao esté definido. No entanto,
a convengao deg (0,0,0,...) = —oo nao poe abaixo nenhuma das
propriedades requeridas para o grau de polinémios. Definiremos
deg 0 = oo para estendermos a nogao de grau a todos polinémios.
O uso deste simbolo requer certa maturidade matemética mas,
para nossos propositos, basta termos em mente que —oco+k = —o0

qualquer que seja k € Z.

1.3 A estrutura algébrica dos polindmios e o

significado da expressao a,x" +...a1x+ag

Seja A um anel. Por defini¢do de anel, estdo definidas em A duas
operagoes: a adigao (a,b) — a + b e a multiplicagdo (a,b) — a.b
em que (a,b) € Ax A. Usaremos tais operagdes em A para induzir

uma adi¢ao e uma multiplicacao no conjunto dos polinémios Pa.

Teorema 1.1. As operagées

Adigao:
(ao,al,ag, .. ) + (bo,bl,bg, .. ) = (60,01,02, .. )

onde ¢ = ap + b para todo indice k.

Multiplicacgao:
(CL(), ai,ag, .. .).(bo, bl, bg, .. ) = (Co, C1,C2, .. )

onde ¢, = agbr + a1bg_1 + - - - ax_1b1 + arby para todo indice k.
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estdao bem definidas em Py4.

Prova: Devemos mostrar que P4 é fechado com respeito a tais
operacoes. Sejam P e () dois polinémios em P4. Se P ou QQ é o
polinémio nulo entdo P+ Q é P ou @ e PQ = 0. Suponhamos
entao P e (Q ambos nao nulos de graus n e m, respectivamente.
Se k > max{n,m} entdo aj + by = 0, por defini¢do de grau. Com
relacdo ao produto, se k > n + m entéo ¢ = Zizg a;br_; é nulo.
De fato, se ¢ > n entdo a; = 0 donde a;br_; = 0. Se i < n entdo
—t > —n. Deste modo, k > n+m implica k —i >n+m —1i >
n+m —n = m donde a;by_; = 0 pois bp_; = 0. Assim, ¢, =0
para todo k >n+m. U

O propésito de definir tais operagoes em P4 é determinar uma
estrutura de anel compativel com a estrutura do anel A de modo

que A possa ser visto como subanel de Py4.

Teorema 1.2. A estrutua de anel em A induz uma estrutura de
anel em (Pa,+,e). Além disso, se A é comutativo e/ou com iden-

tidade entdo assim € Py.

Prova: Com relacao & adigdo devemos mostrar que P4 é um grupo

abeliano. Mais precisamente,

G1 Elemento neutro: O polindémio nulo 0 = (0,0,0,...) é tal
que O + P = P+ = P qualquer que seja P € P4. Logo, 0

é o elemento neutro.

G2 Inverso aditivo: Se P = (ag,a1,as,...) € P4 entdo —P =
(—ag,—a1,—ag,...) € Pa é tal que P+ (—P) = 0. Logo,

todo polinébmio admite inverso aditivo.

G3 Associatividade: Sejam P = (ag,a1,az,...),

Py = (bg,b1,b2,...) e Py = (cp,c1,C2,...) polindmios em Py.

19
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Desde que

(ai + bi) +c =a; + (bi + CZ')
em A segue que (Py + Py) + Py = Py + (P2 + P3).

G4 Comutatividade: Analogamente, a comutatividade em P4

decorre diretamente da comutatividade em A.
Com relagao a multiplicagao:

M1 Associatividade: Sejam A = (ap,a1,ag,...),
B = (by,b1,bs,...) e C = (co,c1,C2,...) polindmios em Py.

Por defini¢ao, a n-ésima coordenada do produto (A.B).C' é

Z(A.B)i.cn_i = Z Zajbi—j Cn—i

i=0 i=0 | j=0
n o1
= > ajbijcn
i=0 j=0

= Y awcw (w,0,w>0) (%)

utvt+w=n

Por outro lado, a n-ésima coordenada do produto A.(B.C) é

ZGJT(BC) = Z [i Csban]
r=0 r=0 Ls=0

n n—r—s

= Z Z arbscn—r—s

r=0 s=0
= Z aybycy (u,v,w > 0) (k)

u+v+w=n

Deste modo, [(A.B).C],, = [A.(B.C)],, para todo indice n.

Isto mostra a associatividade.
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e Distributividade : Sejam A, B,C € P4 como anterior-

mente. Entao,

[A(B+C)], = Y ai(B+C)ni
i=0
= Z ai.(bn,l- + Cnfi)
i=0
= Z @;.byp—i + aicn—;
1=0

n n
= E a;.bp—i + E Aj.Cp—i
=0 =0

= AB+AC

Logo, A.(B+ C) = A.B+ A.C. Do mesmo modo, (A +
B).C = A.C + B.C.

Isto mostra que (P4, +,e) é um anel. Se A tem identidade 14,
entao (14,0,0,0,...) € P4 é a identidade de P4 (verifique!) e se

A é comutativo entao

[AB]n = zn:ai.bn_i = zn:bn_iai = Zn: bjan_j.
=0 =0 =0

Donde A.B = B.A. Isto conclui a demonstracdo. [

O préximo passo é tornarmos A um subanel de P4. Lembramos
que um subanel de um anel B é um subconjunto A C B tal que A
é um anel com as operagoes definidas em B. Se, além disso, B é
anel com identidade entao é exigido, adicionalmente, que 14 € B.
Um anel B é dito uma extensdo de um anel A se A é subanel de
B. Costuma-se denotar isto simplesmente por A C B.

Queremos tornar P4 uma extensao de A de modo que se a,b € A
e P,, P, sdo os polindmios associados aos elementos a e b, respec-

tivamente, entdao P,y, = P, + P, e P, = P,.P,. Lembra-se de

21
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homomorfismos de anéis? Desejamos definir um homomorfismo de
A em Py. Uma fungao ¢ : A — P, tal que ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b)
e ¢(a.b) = ¢(a).¢(b). Além disso, se A é um anel comutativo com
identidade devemos ter satisfeita a condi¢do ¢(14) = 1p,. Quere-
mos também que Im ¢ C P4 seja uma copia de A. Isto se realiza
exigindo-se que o homomorfismo ¢ seja injetivo. Deste modo, A
serd isomorfo ao anel Im ¢ C P4 e entdo poderemos fazer a iden-
tificagdo a = ¢(a) = P,. Em algebra, tal procedimento é canénico
quando se quer tornar um anel A subanel de outro anel B e nao

se tem A C B. Tudo isto resume-se por meio de um teorema.

Teorema 1.3. Seja P4 o anel dos polinémios sobre um anel A. Se
A* C P4 € o conjunto de todos os polinémios da forma (a,0,0,0...),

a € A, entdo A* é um subanel de P4 isomorfo a A.

Prova: Defina a aplicacgo ¢ : A — A*, a — ¢(a) = P, =
(a,0,0,0,...). Vocé mesmo, prezado aluno, pode verificar que ¢ é

bijetiva (Faga isto!). Além disso,

¢(a+b) = (a+b7 07 07 07 s ) = (av 07 07 07 e )+(b7 Oa 07 07 e ) = ¢(a)+¢(b)

é(a.b) = (a.b,0,0,0,...) = (a,0,0,0,...).(,0,0,0,...) = ¢(a).¢(b).

Finalmente, ¢(14) = (14,0,0,0,...) = 1p,. Assim, ¢ é um iso-
morfismo de anéis e caso A tenha identidade, ¢ é um isomorfismo

de anéis com identidade. [

Até o momento, estabelecemos os fatos basicos sobre polindémios.
Agora, precisamos achar um jeito de exibir um polindémio em sua
forma usual. Denotaremos por x ao polinémio (0,1,0,0,0,...).

De acordo com o teorema acima, podemos fazer a identificacao
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a:= (a,0,0,0,...) para cada a € A e obtermos a inclusao de anéis 1
A C Py. Deste modo, ao escrevermos a estaremos pensando no

polinémio (a,0,0,0,...). Com isto em mente vamos analisar as

poténcias ™ de x e os produtos ax™.

Por definicao de poténcia:

2 =1p, = (14,0,0,0,...)
=2 = (0,1,0,0,0,...)
??=z-z = (0,0,1,0,0,0,...)
e 2" = 2" ' .z Supondo 2"~ ! = (0,...,0,1,0,...) com 1 na

entrada de indice n — 1 (hipotese indutival!) obtemos
" =z""1. 2z =(0,...,0,1,0,...)
com 1 na posicao de indice n. Logo, por inducao segue que
X" = (ag,a1,a2,...,0Gn,...)

em que a, = 1 e a; = 0 para todo ¢ # n. Temos ainda

ax” = (a,0,0,0,...) (ag,a1,as,...)
= (aag,aai,aas,...,aa,...)

= (0,0,0...,0,a,0,...)

pois a, = 1 e a; = 0 para todo i # n. Assim, dado um polinémio

(ap,a1,as,...) de grau n em P4 podemos escrever

(ao,al,ag,...) = (ag,0,0,...)+(O,al,O,...)—i—
44 (0,...,0,a,,0,...)

= ap+ @z +ax® + - + apa”

23
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Pela definicao de igualdade de polinomios temos ainda que se bg +
bix+box?+- - -+b,x™ é uma outra forma de expressar o polinémio
(ag,aq,az,...) entdo m = n e a; = b; para todo indice i. Logo,
todo polinémio (ag,a,as,...) € P4 com grau n se escreve, de

maneira Unica, na forma
2 n
ag+ a1z + ax” 4+ -+ apx”.

OBS 1.2. Nesta forma de expressao para polindmios usamos a
notagdo A[z] em vez de P4. A notacao A[z] ¢ muito mais sug-
estiva. Por exemplo, se A = R entdo podemos ver A[z] como
um espago vetorial sobre R (vocé saberia exibir uma base e dizer
qual a sua dimensao?). Outra vantagem é que na notagao Alz|, as
operacoes com polinébmios recaem naquelas vistas no ensino mé-
dio e fundamental. Nesta notagao, costuma-se denotar polinémios
pelas letras do alfabeto latino acrescidas de x entre paréntese, isto
é, ag + a1z + asx® + - - - + a,z™ = p(x), por exemplo.

OBS 1.3. Um elemento £ é chamado de indeterminada sobre um

anel A se as expressoes
ag + 1§ + agf® + -+ ank”
estao definidas para todo inteiro nao negativo n e a aplicacao
o : Alx] — A[¢]
definida por
ap + a1% + asz® 4 - + apa™ — ag + a1 + a2 + -+ + an&"

define um isomorfismo de anéis.

1.4 Termos e Monomios

Seja A um anel com identidade. Um polinémio da forma ax™ é

chamado termo. Um termo com coefiente 1 é denominado mondmio
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ou monomial. Dado um polinémio de grau n

f(x)=ao+ a1z + -+ apz"

define-se:
Notagao
Coeficientes: ap, a1, ...Gn
Termos: ag, a1x, ...apx"
Termo lider: anr™ LT (f)
Monémio lider: " LM (f)
Coeficiente lider: a, LC (f)

Termo constante: ag

OBS 1.4. Um polinémio é dito ménico se possui termo lider mono-

mial.

OBS 1.5. Em alguns textos, o adjetivo lider é trocado por
dominante e as defini¢gbes acima ficam: termo dominante, coefi-
ciente dominante e monémio dominante. Neste texto, usaremos

lider em conformidade com uma notagao mais universal.

1.5 Conclusao

Na aula de hoje, elaboramos uma definicao de polinémios que evita

qualquer tipo de expressoes vagas e torna clara a nocao de indeter-

minada. Vimos duas representacoes de um polinémio: por meio de

sequéncias e por meio de uma indeterminada x. A segunda é mais

apelativa e preferivel perante a primeira. Por exemplo, a estrutura
2

de espago vetorial de R[x| sobre R com base infinita 1, x, x*,...,

torna-se muito mais evidente usando indeterminada.
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RESUMO

Seja A um anel qualquer (ndo necessariamente comutativo com

identidade).

Definic¢oes basicas

Polinémio sobre A := sequéncia infinita (ag, ai, ag,...) com
;€A 1 tod 1 5 sa 1

a; € A na qual todos os elementos aj sao nulos exceto para

um numero finito de termos. Os elementos a;’s sdo chamados

coeficientes do polinémio (ag, a1, ag,...).

P4 := conjunto dos polinémios com coeficientes em A.
(0,0,0,...) € P4 é chamado polinémio nulo.

Grau de Polindmios

—00, se P=0

n =max{n : a, # 0}, seP #0

degP =

Operagoes em Afz]:
Adigao:

(,CLz,)—l-(,bz,):(,al—i-bz,)

Multiplicagao:
(...,ai,...) (,bz,) = (...,Cl‘,...)
onde ¢; =y a;jby.

Estrutura algébrica: (P4, +,-) é um anel.

Quadro comparativo entre a estrutura do anel A e a

estrutura do anel A[x]
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A Alz]

Comutativo Sim

Com identidade | Sim

Dominio Sim
Corpo Nao
A Aplicagao
p: A — Alx]

a +— (a,0,0,0...)
define um isomorfismo de A no subconjunto
A* ={(a,0,0,0,...):a € A} C Pay.

Os elementos de A* sdo chamados polindémios constantes ou
de grau zero. (O termo constante refere-se ao fato da fungao

associada aos polindémios em A* serem constantes.

O significado da expressao ag + a1z + ... + apx™:

Fazendo as identificacoes:
a:= (a,0,0,0,...)

x:=(0,1,0,0,0,...)

Pode-se mostrar que

também de grau n. Nestas condigoes, todo polinémio

(ao,al,ag, .. ) € Pa

27
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Polinémios
de grau n pode ser escrito de maneira tnica na forma:

ap+ a1+ ...a,x".

Notagao: Alz] :={p(x) = a0+ a1z +...a,z" : a; € A}.

A composi¢ao de um polinémio

Dado
ag+ ar1r+...apx"™ € Py
defini-se
Notacgao
Coeficientes: ag, ai, -..0n
Termos: ag, 1T, ...apx"
Termo lider: anpx™ LT (f)
Monémio lider: ™ LM (f)
Coeficiente lider: a, LC (f)

Termo constante: ag

PROXIMA AULA

Na proxima aula, restringiremos nosso estudo de polinémios para
polinémios definidos sobre um corpo. O fato do anel de coeficientes
ser um corpo permite definir um algoritmo de divisao no anel de
polinémios. Tal algoritmo é o pilar da aritmética dos anéis de

polinémios definidos sobre corpos.
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ATIVIDADES t

ATTV. 1.1. Nos itens abaixo sao dados polinémios representados
por sequéncia e pelo uso de indeterminada. Faga a transposigao de
uma representacao para a outra. Em cada caso, determine o grau

e o termo lider usando as notagoes dadas no texto.
a) (0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,...).
b) (0,2,0,4,0,6,0,8,0,0,0,...)
c) 928 — 3% + 23—z + 4.
d) Bz —T7)(2% — 2 +1).

ATIV. 1.2. Efetue a operacao indicada e simplifique sua resposta.
Em cada caso, determine o grau e o termo lider usando as notagoes

usadas no texto.
a) (z+2)% em Z3[z].
b) (z +1)° em Zs[x).
c) (ax + b)? em Zy[z], p primo.
d) (22 — 3z +2)(22% — 42 + 1) em Z7[x]

Sugestao: Nos itens de (a), (b) e (c) use a expansao do binémio
de Newton. Note que (a+0b)? = aP?+bP em Z,. No item (d) aplique

a propriedade distributiva.
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ATTV. 1.3. Quais dos seguintes subconjuntos de A[z] sdo subanéis

de Alz]?
a) Polindmios com termo constante nulo.
b) B={ay+az+ -+ apz™ : a; =0, para ¢ impar }.
c) B={ap+a1x+ -+ apz™ : a; =0 sempre que ¢ for par }

ATIV. 1.4. Mostre que se A é um dominio de integridade entao
Alz] é um dominio de integridade. Se k é um corpo entao kx|

também é um corpo?

Sugestao: Para a primeira parte, suponha A[z] ndo dominio e
mostre que A necessariamente nao é dominio. Para a segunda,
mostre que x ndo admite inverso multiplicativo em Alz], isto é, a

igualdade g(x).z = 1 para g(x) € A[z] conduz a uma contradigao.

ATIV. 1.5. Considere a aplicagdo ¢ : A — Alx] definida por
o(a) = (0,a,0,0,0...). Tal aplicagdo é um homomorfismo de

anéis?

Sugestao: Repare se a igualdade ¢(a.b) = ¢(a).¢(b) &€ ou nao

satisfeita.

ATIV. 1.6. Mostre que o grau de polinémios satisfaz as seguintes

propriedades:
i) deg p(x) + q(z) < max { deg f(z), deg q(x)}
ii) deg p(x)q(x) = deg p(z) + deg g(x), se A é dominio.

iii) Dé um exemplo com desigualdade estrita no item (i) e

caracterize quando ocorre tal desigualdade.
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Algoritmo da divisao em k|z]

META:
Introduzir um algoritmo de divisao para anéis de polinémios definidos

sobre corpos.

OBJETIVOS:

Ao fim da aula os alunos deverao ser capazes de:

Aplicar o algoritmo da divisdo para determinar o quociente e o
resto na divisdo entre polindémios.

Conceituar funcao polinomial e zeros de uma func¢ao polinomial.
Estabelecer a diferenga entre polinémios e fungdes polinomiais.

Enunciar e provar o teorema do resto e do fator.

PRE-REQUISITOS

A estrutura de anel para polindmios. Embora nao seja necessario,
os conhecimentos do ensino médio sobre divisao de polinémios,
funcdes polinomiais, teorema do resto e do fator e uma revisao so-
bre o algoritmo da divisao para os inteiros ajudariam num melhor

rendimento desta aula.



34

Algoritmo da divisao em k[z]

2.1 Introducao

Nesta aula, partiremos do seu conhecimento do ensino médio e fun-
damental sobre divisao de polinémios e formalizaremos tal método
em forma de um algoritmo. A unicidade do quociente e do resto e
o fato do resto ser nulo ou possuir grau estritamente menor que o
grau do divisor sao as propriedades fundamentais deste algoritmo.
A tultima propriedade é de extrema importancia tebrica e tera pro-
fundas consequéncias no estudo de polinémios. A primeira delas
é o teorema do fator e do resto ja conhecido por vocé do ensino
médio. As outras veremos na aula seguinte. Convém lembrar que

LT(g) denota o termo lider do polinémio g.

OBS 2.1. Ao longo deste curso, a menos que seja dito o contrario,

usaremos a letra k para denotar um corpo.

2.2 O Algoritmo da divisdao em k&[]

Sejam f(r) = 32° 4+ 22* + 223 + 422 + 2 — 2 e g(x) = 223 + 1

dois polinémios em Q[z]. Para dividir f por g, obtemos o primeiro

5
termo do quociente 2% = 53:2. Este é o resultado da divisao dos
x
termos dominantes de f e g. A diferenga
3 o 4 3,9 o
f(z) — 2% g(x) =ri(zx) = 22" + 2x —1—593 +x—2

nos fornece o primeiro resto parcial. Repetindo este procedimento

para r1(z) no lugar de f(x) obtemos o segundo resto parcial
)
ro(z) = r(z) — zg(x) = 22° + 5352 —2.

Note que deg f(z) > deg ri(x) > deg ro(x). Podemos aplicar este
procedimento enquanto o grau do resto for menor do que o grau de
g(z). Ao fazer isto, obtemos uma sequéncia de restos ri,79,73,. ..

na qual
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deg r1 > degry > degro > degrs > ...

Se deg f > deg g entao, apds no maximo k = degf — degg +1
passos, devemos ter deg 7, < deg g. Assim, f(z) = g(z).q(z) +
r(z) com r(x) = ri(x) satisfazendo as condigoes r(x) = 0 ou
0 > deg r(x) < deg g(z). Se deg f(z) < deg g(x) podemos fazer
r(z) = f(x) e obter, ainda, f(x) = g(z).0 4+ r(x) com r(z) = 0 ou
0 > deg r(x) < deg g(z). Em forma de algoritmo o que temos é o

seguinte:

Input: g, f (9#0)

Output: q, 7.

q:=0;r=f

Enquanto r # 0 e LT (g) dividir LT(r) faga

q:=q+ LT(r)/ LT(g)

ro=r—[LT(r)/LT(g)]g

O grau do dividendo r, em cada passo, é estritamente menor que o
grau do dividendo do passo anterior. Assim, o algoritmo termina
no maximo em deg f — deg g +1 passos. Isto mostra a existéncia
de ¢ e r tais que

f=q9+r

com r =0 ou0 < degr < deg g. Podemos, ainda, mostrar que
o quociente g(x) e o resto r(z), assim obtidos, sdo unicos. De
fato, suponham ¢, g2 dois quocientes e 71,9 dois restos para uma
mesma divisdo de f por g com os restos satisfazendo as condigoes

acima. Entao,

Qg +r=f=qg+r

donde (g1 — q2)g = r2 — 1. Se q1 # g2, entao, q1 — g2 # 0. Assim,

deg ro — 71 =deg (q1 — ¢2)g = deg (¢1 — q2) +deg g > deg g
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e isto é uma contradicao, pois, ambos 71 e 79 tém graus menor do

que o grau de g. Logo, g1 = g2 e, portanto,
r—r2=(q —q2)g=09=0

donde r; = r9. O resultado que acabamos de provar é chamado

algoritmo da divisdo. Segue o enunciado em forma de teorema.

Teorema 2.1. (Algoritmo da divisdo) Seja k um corpo e f(z),r(x) €
k[x] com g(z) # 0. Entao, existem unicos polinémios q(x),r(x) €

klx] tais que
f(x) = q(z)g(x) + r(2)

com r(z) =0 ou 0 < deg r(x) < deg g(x). O

Prezado aluno, caso vocé nao tenha se convencido da existéncia de
q e r em forma de algoritmo, segue a prova convencional.

Prova: (Existéncia) Se f(z) = 0 ou deg f < deg g(x) faga r(z) =
f(x)eq(x) =0. Suponha deg f(x) > deg g(x). Neste caso, proced-

eremos por indugao em deg f(z). O polinémio h(x) = f(z)— Eiggg

tem grau menor que o polindmio f (seus termos dominantes sao

iguais). Por hipotese indutiva, existem ¢/(z),7'(x) € k[z] tais que

9= ¢ (x)g(x) +7'(x)

com 7'(z) =0 ou 0 < deg r'(z) < deg g(x). Assim,

G
@) = (4@ + frid ) o+ (@)

Entao, ¢(z) = ¢'(z) + g{ﬂ((]gc)) e r(x) = r'(x) satisfazem as pro-

priedades requeridas.

Exemplo 2.1. Vamos determinar o quociente e o resto da divisao
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de f(z) = 32* — 203 + 622 — 2+ 2 por g(z) = 2 + 2+ 1 em Q[x].

3xt — 223 + 622 —2x+2 |2+ +1
—3a” — 3a% — 3a” 3a? — 5z 4 8

—5x3 4+ 322 —x 42
5x3 + 5x? + bx

8x2 + 4x + 2
—82%2 — 8z —8
—4xr —6

Resposta: Quociente: 322 — 5z + 8; Resto: —4x — 6.

2.3 O teorema do resto e do fator

Seja A C B uma extensao de anéis. Uma fungdo f : A — B ¢

dita polinomial se existem ag, aq,...,a, € A tais que
fla) =ap+aja+---apa”

para todo a € A. Um elemento a € A tal que f(a) = 0 é chamado

zero da funcao f. Seja
p(x) =ap + a1z + - - apz” € Alz]

o polindmio associado & funcdo polinomial f. A relagdo entre
polindmios e fung¢bes polinomiais é sultil e merece algum comen-

tario. Para todo polinémio
q(x) =bo+ bz + - bypa™ € Alz]

esté associado uma fungao polinomial f A — A definida por f(a) =
q(a) onde g(a) denota a operagao bg+bja+-- - bypa™ em A. Assim,
q(a) = by + bia + - - bypa™ equivale a substituir a no lugar de x

em ¢(z) (tal operacdo nao esta definida no anel de polindmios).

37
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Um elemento a € A tal que g(a) = 0 é chamado raiz do polinémio
q(z). A sultileza aqui é que fungdes polinomiais e polindmios sao
objetos distintos. A correspondéncia

{polinémios em A[z]|} & {Fungoes polinomiais}
embora seja sempre sobrejetiva ndo é em geral injetiva. E o que
mostra o exemplo abaixo.
Exemplo 2.2. Em Zs[z] o polinémio f(x) = x? + 1 ndo é nulo,
mas a func¢ao polinomial f : Zs — Zo é a funcao nula.
Exemplo 2.3. Os polinémios p(z) = 2*+a+1, ¢(z) = 23+22+1 €
Z3[z] definem as fungdes polinomiais f : Zz — Zgz, f(r) = r*+r+1
eg : Z3 — Zs, g(t) = 2 + 1> + 1. Tem-se f(0) = 1 = g(0),
f(1)=0=g(1) e f(2) =1 = g(2). Assim, f(r) = g(r) para todo

r € Zs3. Logo, f e g definem a mesma funcao em Zs embora, como

polinémios, sejam distintos.
Teorema 2.2. (Teorema do resto) O resto da divisao de um polinémio
f(z) € klz] por x —a é f(a).
Prova: Existem tunicos ¢(x),r(x) € k[z] tais que
f(x) = q(z)(x —a) +r(x)

com r(z) =0ou 0 < deg r(x) < deg (x —a) = 1. Entao, r(z) =0
ou deg r(z) = 0. Assim, 7(z) necessariamente ¢ uma constante

c € k. Da igualdade acima segue a igualdade
fla)=qla)(a—a)+c=c=r(z). O

Teorema 2.3. (Teorema do fator) Seja f(x) € k[z]. Um elemento

a € k € uma raiz de f(x) se e somente se v — a divide f(z).

Prova: Seja r(x) o resto da divisao de f(x) por x — a. Pelo
teorema do resto, tem-se r(z) = f(a). Assim, a é raiz de f(z) <

fla) =r(x) =0 < z—adivide f(z). O
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2.4 Conclusao 2

Nesta aula, implementamos um algoritmo de divisao em k|x]
semelhante aquele dos ntimeros inteiros. Como consequéncia ime-
diata, obtivemos a relacao fundamental entre os zeros de uma
funcao polinomial e os fatores lineares da forma x —a do polinémio
que a define; a saber: o teorema do resto e do fator. A respeito do
que diz estes resultados, podemos extrair duas importantes con-
clus6es. Primeira, um polindémio admite sempre um ndamero finito
de raizes tendo seu grau como cota superior. Segunda, a existén-
cia de raizes para um polindmio é relativa ao anel de coeficientes
em que se considera o polinémio. Por exemplo, 22 + 1 néo possui

raizes reais, mas admite duas raizes em C.

RESUMO

Algoritmo da divisao em k[z]

Input: g, f (g9#0)
Output: q, 7.

¢i=0r=]
Enquanto r # 0 e LT (g) dividir LT(r) faga
g := ¢+ LT(r)/ LT(g)
ro=r—[LT(r)/LT(g)]g
Em forma de teorema:

Seja k um corpo e f(x),r(x) € k[z] com g(z) # 0. Entao, existem

tnicos polinémios ¢(x),r(x) € k[z] tais que

f(x) = q(z)g(x) + r(x)
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com r(z) =0 ou 0 < deg r(z) < deg g(x).
Fungoes polinomiais versus polindmios

Os polinémios p(z) = 24 + x4+ 1,q(z) = 23 + 22 + 1 € Z3[z] sdo

distintos mas estao associados & mesma fungao polinomial.

Analise Algebra Geometria
Funcoes polinomiais Polindmios Grafico
Zero Raiz Intersegao com o eixo das abscissas

Teorema do resto

Resto(p(z),z — a) = p(a).

Teorema do fator

a € k é raiz de p(z) € k[z] <= x — a divide p(z).

PROXIMA AULA

Na proxima aula estudaremos a aritmética do anel de polindmios
k[xz]. Por meio do algoritmo da divisao, mostraremos que k[x] é
um dominio de ideais principais (DIP), isto ¢, todo ideal de k[z] é
principal. Isto acarretara na existéncia de MDC em k[z] e no fato

de k[z] ser um dominio fatorial (DFU).

ATIVIDADES

ATIV. 2.1. Enuncie o algoritmo da divisao em k[z].

ATIV. 2.2. Aplique o algoritmo da divisao para determinar polinémios
q(x) e r(x) tais que f(x) = q(z)g(z) + r(x) com r(x) = 0 ou

0 < deg r(z) < deg g(z).
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a) flx) =2 +2—1, g(z) = 2> + 1 em R[z]. 2
b) f(z)=2° -1, g(x) =z — 1 em R[z].

) f(x) =2 — 2%+ 3z —5, g(x) = 2% + 7 em Q[z].

d) f(z) =2° -2 +32 -5, g(z) =z — 2 em Q[z].

e) f(x)=2°—a23+3x -5, g(x) =z + 2 em Zs[z].

f) f(z) =25 —2%+32z -5, g(x) = 2>+ — 1 em Zs[z].

ATIV. 2.3. Sejam f(z),g(x) € Z[z] e g(x) = bo+brz+- - -+ bpz™
onde by, = 1. Mostre que existem ¢(x),r(z) € Z[z] tais que f(z) =
q(z)g(z) + r(z) onde r(x) = 0 ou 0 < deg (r(z) < deg g(x).

ATIV. 2.4. Enuncie e demonstre os teoremas do resto e do fator.

ATIV. 2.5. Seja ¢ : Zlzx| — Zy|z] a fungao definida do seguinte

modo:
Plao + a1z + -+ apa") =ao + G + -+ + A"
Mostre que ¢ é um homomorfismo sobrejetivo de anéis.

LEITURA COMPLEMENTAR

GONCALVES, Adilson, Introdugao a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.
HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.
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AULA

Teoria da divisibilidade
Em kx|

Obter a propriedade de fatoragao tinica para anéis de polinémios

definidos sobre corpos.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

Estabelecer os principais conceitos da teoria de divisibilidade para
anéis de polinémios: unidades, divisores, divisor de zero, asso-
ciados, irredutiveis, primos, maximo divisor comum e elementos
relativamente primos.

Descrever a estrutura dos ideais em k[x].

Usar os fatos de k[x] ser DIP e DFU na solugao de problemas na
teoria de polinémios.

Aplicar o algoritmo de Euclides no célculo de MDC de polindémios.
Expressar o MDC(f(x),g(z)) como combinacao linear de f(x) e
9(@).

Relacionar o MDC(f(x), g(z)) e o gerador do ideal gerado por f(z)

e g().

PRE-REQUISITOS

Algoritmo da divisao em k[z]. Uma revisao da teoria da divisibil-

idade em Z ajudaria na compreensao desta aula.
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3.1 Introducao

Prezado aluno, vocé deve estar familiarizado com a aritmética dos
inteiros. A aritmética de k[x], k corpo, é notavelmente semelhante
a de Z. Ambos admitem um algoritmo de divisdo, maximo divisor
comum e fatoragdo tinica em primos.

" da aritmética de um anel A reside na nocao de divi-

O "set up
sibilidade: dados a,b € A dizemos que b divide a se existe ¢ € A
tal que a = bc. Desta nocao, define-se: unidades, divisores de
zero, elementos associados, elementos irredutiveis, elementos pri-
mos, minimo multiplo comum e maximo divisor comum. Por isso,
num nivel mais elementar a aritmética é, por vezes, chamada teoria
de divisibilidade. Por outro lado, qualquer no¢do fundamentada
na definicao de divisibilidade pode ser interpretada via a noc¢ao de
ideais principais. Para se ter uma idéia, um elemento a é dito asso-
ciado a b & alb e bla < (a) = (b) onde (z) = {az | a € A} denota
o ideal principal gerado por x. Assim, em DIP’s, aritmética, teoria
de divisibilidade e estudo dos ideais principais sao equivalentes e
o uso de um dos termos depende apenas do ponto de vista. O
primeiro reflete o da teoria dos nimeros enquanto que o tltimo
o da &lgebra abstrata. Esta aula trata justamente da teoria de
divisibilidade do anel de polinémios em uma indeterminada sobre
um corpo k. A idéia central é fazer um paralelo com a teoria ja
conhecida dos inteiros.

Na secao 3.2 sdo apresentadas as definighes necessarias para a
leitura do capitulo corrente. Sem té-las em mente fica impossivel
compreender as idéias contidas neste capitulo. E aconselhavel que
num primeiro contato com algebra, a cada palavra que remonte a
uma definigdo, o aluno pare a leitura e relembre mentalmente a

definicao a fim de certifica-se que sua leitura esteja sendo ativa e



Estruturas Algébricas I1

AULA

ndo meramente como a de um romance.

Na secao 3.3 descreveremos a estrutura dos ideais em k[z]. Mostra-
remos que todo ideal em k[z]| ¢ principal, isto ¢, k[z] ¢ DIP. Fi-
nalmente, na se¢ao 3.4 mostraremos a existéncia de MDC em k|[z]
através do algoritmo de Euclides também conhecido como algo-
ritmo das divisoes sucessivas. Tal algoritmo ainda nos permite

escrever o MDC como uma combinagao dos fatores.

3.2 Glossario

1. Divisibilidade: um elemento b € A divide um elemento
a € A em A se existe ¢ € A tal que a = be. Neste caso, diz-se
também que a é multiplo de b, b é divisor de a ou b é um

fator de a.

2. Unidade: divisor da identidade; elemento a € A tal que
ab = 14 para algum binA; elemento a € A para o qual a
equacao ar = 14 admite solucdo em A. Em um anel nao
trivial (14 # 04) toda unidade é nao nula. Pode-se mostrar
que o elmento b € A tal que ab = 14 € nico. Este elemento é
chamado inverso de a e denotado por a~!. Denotaremos por
U(A) ao conjunto das unidades em A. (Exemplo: U(Z,) =
{z :mdc(z,n) =1})

3. Inversivel: o mesmo que unidade.

4. Divisor de zero: elemento a € A tal que existe elemento
nao nulo b € A tal que ab = 0; elemento a € para o qual a
equagao ax = 0 admite solu¢ao nao trivial (# 0); elemento
a € A tal que o endomorfismo A — A, x — ax admite nicleo

nao trivial (equivalentemente, é nao injetivo).
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Nilpotente: elemento a € A para o qual existe inteiro po-
sitivo n tal que a™ = 0. O menor inteiro positivo n tal que

a™ = 0 é chamado indice de nilpoténcia.

Elementos associados: elementos a,b € A tais que alb e
bla. Em dominios, isto é equivalente a dizer que a = ub para

alguma unidade u € A.
Divisor trivial: unidades e associados & um elemento.

Divisor proéprio: divisor nao trivial de um elemento.
Exemplo: U(Z12) = {1,5,7,11}. Logo, 2 é um divisor trivial
de 10 pois é um de seus associados. Por outro lado, 3 é divi-
sor proprio de 6 pois 3|6 com 3 ndo unidade e nem associado

de 6.

Elemento irredutivel: elemento nao unidade a € A cujos

divisores sao seus associados ou unidades.

Elemento redutivel: elemento nao unidade que nao é irre-
dutivel. Em outras palavras, elemento que possui divisores

proprios.

Elemento primo: elemento ndo unidade p € A para o qual

vale a seguinte propriedade: plab = pl|a ou plb.

Maximo divisor comum (MDC): o méaximo divisor co-
mum de aj,...,a, € A (ndo todos nulos) é um elemento

d € A tal que

i) d|a; para todo i, 1 <i <.

ii) Se ¢ € A divide cada a; entao c|d.

Elementos relativamente primos: Elementos cujo MDC

é 1.
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14. Dominio de fatoragao tnica (DFU): dominio A no qual 3
todo elemento nao nulo e ndo unidade a € A satisfaz as

seguintes condicoes:

i) a =p1, - pr, pi € A irredutivel para todo i, 1 <i <.

ii) Se a = ¢ ---qs ¢ uma outra fatoracao com cada g; irre-
dutivel entao r = s e, a menos de uma reordenagao nos

indices, p; é associado & g; para cada i, 1 <17 < r.

15. Dominio de ideais principais (DIP): dominio no qual

todo ideal é principal.

16. Dominio Euclidiano: dominio A no qual esté definido uma

fungao § : A* — Z>¢ satisfazendo as seguintes propriedades:

i) Se a,b € A sdo nao nulos entao da < §(ab).

ii) Se a,b € A e b # 0 entdo existem ¢,r € A tais que
a=>bqg+rcomr=0ou0<dr)<dib). Exemplo: a
fungao modulo juntamente com o algoritmo da divisao
em 7Z define em Z uma estrutura de dominio euclidiano.
A notagado A* indica o conjunto dos elementos nao nulos

de A e Z>( é o conjunto dos inteiros nao negativos.

3.3 Ideais em &[]

Um ideal de um anel A é um subconjunto I C A tal que (I,+) é
subgrupo aditivo de (A,+) e az € I sempre que a € A ez € I.
Um ideal I C A é dito principal se I = (a) para algum a € A onde
(a) ={az :z € A}.

Teorema 3.1. k[z]| é DIP.
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Prova: Seja I C k[x] um ideal. Se I = (0) ¢ o ideal nulo nada

temos a provar. Suponhamos I nao nulo. Considere o conjunto
S={degf : fel}

Desde que I # 0, existe f € I, f # 0. Entao, S C Z>¢ é nao
vazio. Pelo Principio da Boa Ordem existe f(x) € I tal que deg
f € minimo dentre os graus de todos os polindbmios em /. Vamos
mostrar que I = (f(z)). A inclusdo (f(z)) C I segue da defini¢ao
de ideal visto que f(z) € I. Seja g(z) € I. Pelo algoritmo da
divisdo, existem ¢(x),r(x) € k[z] tais que

g(x) = q(z) f(z) + r(z)

com r(x) = 0 ou 0 < deg r(x) < deg f(X). Ora, se r(z) # 0

entao r(z) = g(x) — ¢(z)f(x) € I (pois g(x),q(x)f(x) € I) com
deg r(z) < deg f(z). Isto contradiz a minimalidade de deg f(x).

Logo, r(z) = 0 e g(x) = q(2)f(z) € (f(x)). Assim, I C (f(z))
donde I = (f(x)).

3.4 MDC em k|z]

A existéncia de MDC em k[x] é uma consequéncia direta do fato

de k[z] ser DIP.

Teorema 3.2. (Existéncia de MDC) Sejam f(x), g(x) € k[z]. En-
tao, MDC(f(x),g(x)) existe e € inico a menos de um produto por

uma constante nao nula em k.

Prova: Considere (f(z),g(z)) C k[x] o ideal gerado por f(x) e
g(x). Desde que k[z]| é DIP, existe d(z) € k[z] tal que (d(z)) =
(f(x),g(z)). Vamos mostrar que d(z) = MDC(f(z), g(z)). Primeira-
mente, d(@)|f(z) e d(x)lg(z) pois, f(x),9(x) € (f(z),g(x) =
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(d(x)). Suponha h(x) € k[z] tal que h(x)|f(z) e h(z)|g(x). En-
tao, f(x) = h(z)qi(z) e g(x) = h(x)ga(z). Desde que d(z) €
(f(x),g(x)) existem r(z),s(z) € k[z] tais que d(z) = r(z)f(x) +
s(z)g(z). Logo,

diz) = r(x)f(z)+ s(x)g(x)
= r(@)h(@)q(z) + s(z)h(z)g(x)
= h(z) [r(@)q(z) + s(x)g2(z)]

donde h(z)|d(x). Resta mostrar a unicidade a menos de uma mul-
tiplicagdo por uma constante nao nula. Suponham d; (), d2(x) sob
as condigoes de serem um maximo divisor comum de f(x) e g(x).
Por defini¢ao de MDC segue que dy(x)|d2(x) e da(z)|d1(x). Logo,
dy(x) ~ da(z) donde di(x) = udy(x) com u € U(k[z]) = &\ 0.
U

OBS 3.1. O teorema acima nos mostra que o MDC de dois polinémios

fyg € klzx] é um gerador do ideal (f,g). Embora este resultado
tenha relevancia tedrica ele nao nos ensina como obter o MDC de
f(x) e g(x). A rigor, deveriamos determinar o polindémio de menor
grau escrito como combinagao linear de f(x) e g(z). Na pratica,
isto torna-se impraticavel. Felizmente, existe um algoritmo clas-
sico, conhecido como Algoritmo Euclidiano, para computar o MDC
de dois polindémios. Este algoritmo é fundamentado no resultado

a seguir.

Lema 3.1. Sejam f(z),g(x) € k[z]. Se f(x) = q(x)g(x) + r(z)
com q(z),r(x) € k[z] entao MDC(f(z),g(z)) = MDC(g(zx),r(x)).

Prova: Usaremos nogoes de ideais e a verificagao das inclusoes
ficarao como exercicios. A relagao f(x) = q(x)g(x)+ r(z) fornece-

nos as inclusoes de ideais (f) C (g,r) e (r) C (f,g). Logo,
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(f.g9) C (9,7) C (f,9). Assim, (MDC(f,9)) = (f.g9) = (g,7)
= (MDC(g,r)) donde MDC(f,g) = MDC(g,r). O

Eis o Algoritmo Euclidiano para computar MDC(f, g):

Input: f,g
Output: h
h:=f
s:=9g

Enquanto s # 0 faga

r := resto (h, s)
h:=s

Si=r

Caso o leitor nao tenha visualizado, este algoritmo é aquele visto

no ensino fundamental e chamado método das divisoes sucessivas.

De fato, dados f, g € k[x], g # 0, o algoritmo nos fornece:

Passo

0

Resultado

ho = f, so =g e f = qog + o, 7o = resto(f, g).
hi=s0=g,8 =roeg=qro+ry, r1 = resto(g,ro).
ho =10, So =11 € 19 = qar1 + T2, T2 = resto(rg,r1).

hs =11, 83 =19 e 11 = q3r2 + 13, T3 = resto(ry, r2).

Pela propriedade do resto, tem-se uma sequéncia estritamente de-

crescente de inteiros nao negativos

deg rg > degry > degro > ...

Usando o principio da boa ordem pode-se mostrar (verifique!) que

em algum passo, necessariamente, deveremos ter um resto nulo,

digamos no passo n + 1. Deste modo,
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Passo Resultado
n hn =Tp-2, Sp =Tp—1 € -2 = QqnTpn—1 + Tn.

n+1 Npp1 ="Tn—1, Sl =Tn € "1 = qny17n + 0.

onde 141 = resto(rp—1,7,) = 0. Pelo Lema 3.1, MDC(f,g) =
MDC(g,r9) = MDC(rg,r1) = ...= MDC(rp—1,7) = MDC(ry,,0)

= Tp.

OBS 3.2. Outra propriedade também importante de tal algoritmo
¢ que nos permite expressar o MDC(f,g) como uma combinagao
linear entre f e g. De fato, basta retroceder aos passos do algoritmo
para determinar r, s € k[z] tais que MDC(f, g) = rf+sg. Vejamos

um exemplo para ilustrar tais idéias.

Exemplo 3.1. Vamos calcular o MDC entre f(r) = 2% —23—22+1
e g(x) = 23 — 1 e expressa-lo como uma combinagdo linear de f(z)

e g(x). Seguindo os passos do algoritmo obtém-se:

-1 = -1 -1) -2+ (3.1)
-1 = (—x—-1)(-2*+2)+z-1 (3.2
—2? 4z = —z(z—1) (3.3)

Assim, MDC (f(z),g(x)) = x — 1. Vamos agora expressar o MDC
obtido como combinagao linear de f(z) e g(z). Isolando x — 1 na

equacao 3.2 tem-se:

t—1 = 22 —1—(—z—1)(-2?+2x) (3.4)

Por outro lado, isolando —z? + z na equacédo 3.1 e substituindo na

equagao 3.4 obtém-se:
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r—1 = 22 —1—(—z—1)(-2*+2)
= 2 —1—(—z—-1)[2" -2 —2®+1— (z - 1)(a° - 1)]
= l+(—z-D@-1)]@=*-1) -
(—z —1)(a? — 23 — 22 +1)

= (—22+2)@® -1+ (z+ D)t -2 -2 +1)

3.5 MDC % DIP

Em geral, todo DIP admite MDC. Neste exemplo, mostraremos
que a reciproca nao é verdadeira por exibir um anel com MDC
que nao é DIP. Considere Z[z] e 2,z € Z[z]. Vamos mostrar que
o ideal (2,z) nao é principal. Suponha, por absurdo, que existe
p(z) € Z[z] tal que (2,z) = (p(z)). Entao, existiriam r(x), s(z) €
Z[z] tais que

p(x) =r(x).2+ s(z).x

Por outro lado 2 € (2,z) = (p(z)) donde 2 = p(z)qi(x). Assim, 0
= deg 2 = deg p(x) + deg ¢1(z) donde deg p(x) = 0. Logo, p(x) =
¢ € Z é um polinémio constante. Analogamente, © = p(z)g2(z)
para algum g2(z) € Z[z]. Assim, 1 = LC 2 = ¢.LC ¢2(z) (onde LC
denota o coeficiente lider). Conclusao: ¢ € U(Z) = {£1} (onde
U(A) denota o conjunto das unidades de A). Podemos considerar

¢ =1 (Por qué?). Assim,
1=px)=rx)2+s(z)x

Isto é um absurdo (vocé sabe por qué?). Logo, tal p(z) nao existe.

OBS 3.3. O dominio Z[z] nao ¢ um DIP. Mas, pode-se mostrar se
A é DFU entao A[x] ¢ DFU (a prova disto esta além das pretensoes
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deste texto!). Como Z é DFU entao Z[z| é DFU. Logo, admite
MDC. Seja d(z) = MDC (2,z) (vocé saberia mostrar que d(x) =
17). Por definigao de MDC, (2,z) C (d(z)) = (1) = Z[z] mas
d(z) =1 ¢ (2,x), pois (2,x) nao é principal. Assim, MDC (2, z)

nao pode ser escrito como combinacao linear de 2 e .

3.6 Irredutiveis e Fatoracao unica em k|[z]

Seja A um anel. Lembramos que um elemento a € A é dito irre-
dutivel se nao admite divisores proprios. Em outras palavras, se
bla entdo ou b é unidade ou b ~ a. No caso de dominios, a ~ b
se e somente se a = ub com u uma unidade. Em nosso caso, k[z]
¢ dominio. Entao, dizer que p(x) é associado a g(x) é equivalente
a dizer que p(x) = cq(z) para algum c¢ € k, isto &, p(x) e q(x)
diferem por uma constante. Comecemos por investigar os elemen-
tos irredutiveis de k[x]. Mostraremos que polindmios irredutiveis
sao elementos primos em k[z]| - esta é uma condi¢do basica para
um anel ser DFU. Precisaremos do seguinte fato elementar visto
em Estruturas Algébricas I: em um dominio euclidiano A (ou em
que vale o algoritmo euclidiano) se albc e MDC (a,b) = 1 entao

alc (vocé sabe provar isto?).
Lema 3.2. Irredutiveis em klx| sdo elementos primos.

Prova: Seja p(z) € k[z| irredutivel. Pela defini¢ao de elemento
primo, devemos mostrar que se p(z)|f(z)g(x) entao p(z)|f(z) ou
p(z)|g(x). Suponha p(z)|f(x)g(x) com p(z) ff(x). Por defini¢ao
de irredutivel, o fato de p(x) nao dividir f(z) implica que p(z) e
f(z) sao relativamente primos. Assim, p(z)|f(z)g(x) com MDC
(p(z), f(x)) = 1. Entao, p(z)|g(x) como queriamos demonstrar.

g
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OBS 3.4. Pelo lema acima, se p(x) é irredutivel e p(z) divide o
produto q1(z) - - - ¢-(x) entao p(x) divide um dos fatores ¢;(z) para
algum i, 1 < i < r (pode-se provar isto usando-se recursivamente
o lema ou por indugao no ntumero de fatores). Deste modo, sempre

que tivermos pi(x),...,pr(z) e q1(x), ..., gs(x) irredutiveis com

pi(z) - pr(z) = qu(x) - gs(T)
poderemos supor pi|g; a menos de uma permutagao nos indices.

Teorema 3.3. (Fatoragao inica em k[x]) Seja k um corpo. Todo
polindmio nao constante f(x) € k[z] é um produto de polinémios
irredutiveis em k[x]. Fsta fatora¢io é tunica a menos de uma

constante nao nula, isto €, se

f@) =pi(@)--pr(2) e f(z)=aq(z)--qs(x)

sao duas fatoragoes em irredutiveis de f(x) entdor = s e, a menos
de uma permutacdo nos indices, p; = u;q; com u; € k, u; # 0, para

todo i, 1 <i<r.

Prova: (Existéncia) Seja f(x) € k[z] um polindémio nao
constante. Usaremos indugdo em deg f(z) = n > 1. Se deg
f(x) =1 entao f(x) é irredutivel (todo polinémio de grau 1 é irre-
dutivel). Suponhamos o teorema verdadeiro para todo polinémio
de grau < n. Se f(z) é irredutivel entao nada temos a provar pois
f(x) = 1.f(x) que um produto de irredutiveis com somente um
fator (permissivel em nosso contexto). Se f(X) é redutivel entao,
por definigao, f(x) = g(z)h(x) com deg g(x) < n e deg h(z) < n.
Por hipotese indutiva, g(x) = wip1---pr € h(x) = ugpri1--- Dk
com uy,uy € k. Pondo u = ujug temos f(x) = up; - pr como
queriamos.

(Unicidade) Sejam f(z) = uipi---pr e f(x) = u2q1---qs duas
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fatoragoes de f em irredutiveis. Se r # s podemos supor, sem
perda de generalidade, r < s. Entao, a menos de uma permutagao
nos indices, p1 ~ q1, P2 ~ q2, ..., Pr ~ qp. Assim, p1---p, =
€q1 - qrGr41 - gs donde ¢r11---qs = v € k donde gr41,...,qs sao
unidades. Isto contradiz a irredutibilidade de ¢y41,...,qs. Logo,

r=sep;~q paratodoi, 1 <i<r. [O

3.7 Irredutibilidade versusraizes de funcoes poli-

nomiais

As nogoes de irredutibilidade e zeros de fungoes polinomiais sdo
antagonicas. Para que um polinémio (de grau > 1) seja irredutivel
sobre um corpo k nao é suficiente mas é necessario que ele nao

admita raizes em k (teorema do fator). Em linguagem simbdlica:
irredutibilidade sobre k£ = nao existéncia de raizes em k.

A reciproca néao é verdadeira. Considere dois polindmios quadrati-
cos f(z),g(z) € R[z] sem raizes em R. Entao, h(z) = f(x)g(zx)
nao admite rafzes reais e, no entanto, é redutivel.

A nao equivaléncia da implicacdo acima nao a desfavorece teori-
camente. Sua contrapositiva é de grande utilidade teérica e nos
fornece um critério de redutibilidade para polindémios de grau < 2.
E importante também ressaltar que para polinémios de grau 2 e 3
a implicacao acima torna-se uma equivaléncia. Todas estas obser-

vagoes sao decorrentes dos teoremas do resto e do fator.

3.8 Conclusao

Estruturalmente, a teoria da divisibilidade em k[z]|, k corpo, é

idéndica a de Z. Ambos sdo dominios euclidianos. Apenas a funcao
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norma difere. Em Z ¢ dada pela fungao modulo a — |a| e em kz],
pela funcao grau f(z) — deg f(x). Consequentemente, tanto a
teoria de ideais quanto a existéncia e o calculo do MDC também
sao idénticos. Em geral, todo dominio euclidiano é um DIP e

admite MDC.

RESUMO

Ideais em kz]

I C k[z] ideal = I = (f(x)) para algum f(x) € k[z]

O elemento f(z) que gera o ideal I é um polinémio de menor grau

em /.

MDC em k[x]

k[z] DIP = Existe MDC em k|x]

De fato, todo gerador de um ideal nao nulo (f(z),g(z)) (existe
pois k[z] ¢ DIP) é um MDC de f(z) e g(z). A reciproca é também
verdadeira para dominios euclidianos. Deste modo, em dominios
euclidianos, embora o MDC néo seja tnico, quaisquer dois sdo as-
sociados. Assim, em k[z], existe um tnico MDC ménico. Alguns
textos definem o MDC em k[x] como este representante monico
nesta classe de equivaléncia e garante, ja na defini¢do, a unicidade

do MDC.
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Algoritmo Euclidiano 3

Input: f,g
Output: h
h:=f
s:=g

Enquanto s # 0 faga
r := resto (h, s)
h:=s
s:=r

Quadro comparativo entre a teoria de divisibilidade de Z,

klz] e Z]x] .

Z klz] | Z]x]

Comutativo Sim | Sim

Com identidade Sim | Sim

Dominio Sim | Sim

Euclidiano Sim | Nao

DIP Sim | Nao

DFU Sim | Sim

3 MDC Sim | Sim

MDC pode ser escrito como combinagao linear | Sim | Nao

OBS 3.5. Em geral, tem-se as seguintes inclusoes (todas proprias):
Dominios euclidianos C DIP C DFU.

Irredutibilidade versus raizes de fungoes polinomiais

irredutibilidade sobre k£ = nao existéncia de raizes em k.
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A reciproca néo é verdadeira: 2 + 1 ndo possui raizes reais donde
(z2 + 1)? também ndo possui raizes reais, mas é redutivel. Con-

tudo, vale a reciproca para polinémios de grau 2 e 3.
Fatoragao tnica em k[z]

k corpo = k[z] DFU

PROXIMA AULA

Focalizaremos o estudo de irredutibilidade no anel de polinémios
definidos sobre o corpo dos racionais. Mostraremos que a irre-

dutibilidade em Z[z] é suficiente para a irredutibilidade em Q[x].

ATIVIDADES

ATTIV. 3.1. Classifique e caracterize os elementos em k[z] quanto

a cada definigdo dada no glossario.

ATIV. 3.2. Mostre que a noc¢ao de elementos associados define
uma relagao de equivaléncia em k[z]|. Verifique que para cada classe
de equivaléncia existe um tinico representante monico.

ATIV. 3.3. Determine todos os polinémios irredutiveis de grau 2
e 3 em Zsz].

ATIV. 3.4. Calcule MDC (f(z),g(z)) em Q[x] para os pares de
polinémios nos itens abaixo. Expresse o MDC como combinacgao

linear entre os pares de polinémios dados.

a) f(z) =23 —622+x+4; g(x) =2° - 62+ 1.
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b) f(z) =2+ 1; g(z) =2% + 2% + o + 1.

ATIV. 3.5. Mostre que o MDC é tinico a menos de um fator
constante nao nulo. Em outras palavras, mostre que dj(x), d2(x)
sao MDC de f(x) e g(z) se e somente se di(x) ~ da(x). Deste

modo, existe um tnico MDC ménico.

ATIV. 3.6. Verifique que a igualdade 1 = r(z)2 + s(x)z é um
absurdo quaisquer que sejam r(z), s(z) € k[x]

ATIV. 3.7. Mostre que se p(z)|f(x)g(z) e MDC (p(x), f(z)) =1
entao p(z)|g(z).

ATIV. 3.8. Mostre que se p(z) é irredutivel e p(x) ff(x) entao

p(z) e f(x) sao relativamente primos. Conclua que irredutiveis em
k[x] sdo primos.
ATIV. 3.9. Demonstre a implicagao: irredutibilidade sobre k& =

nao existéncia de raizes em k. Mostre a reciproca para polinémios

de grau 2 e 3.

ATIV. 3.10. Mostre que todo polinémio de grau 1 é irredutivel
sobre k[x].

LEITURA COMPLEMENTAR

GONCALVES, Adilson, Introdugao a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.
HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.
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AULA

Irredutibilidade em Q|x]

META.:
Fundamentar a busca de critérios de irredutibilidade em Z[z]| para

mostrar irredutibilidade em Q[z].

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

Definir polindmios primitivos em Z[x].

Enunciar o lema de Gauss.

Mostrar que um polindmio primitivo é irredutivel em Z[z]| se e

somente se ¢ irredutivel em Q|x].

PRE-REQUISITOS

As defini¢oes de raiz de polinémio, maximo divisor comum e ele-

mento irredutivel.
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4.1 Introducao

Nesta aula, restringiremos nosso estudo de polinémios ao conjunto
Q[z]. Focalizaremos sobre os elementos irredutiveis. Pela relagao
entre redutibilidade e existéncia de raizes, comegaremos por ca-
racterizar as raizes racionais de um polinémio em Q[z]. Este é
o teste da raiz racional. Na secao 4.2, abordaremos o conceito de
conteiido de um polinémio com coeficientes inteiros e provaremos o
resultado fundamental a cerca deste; a saber: o teorema de Gauss.
Na secao que segue, provaremos o lema de Gauss, nosso principal
resultado desta aula. Finalmente, fecharemos a aula colhendo o
fruto de tanto esforco. Concluiremos que irredutibilidade em Q|x]

pode ser obtida por meio de irredutibilidade em Z[z].

4.2 Teste da raiz racional

Seja f(x) = ap + a1z + -+ + apz™ € Z[z] um polindmio de grau
r r
n > 1. Seja —Q uma raiz nao nula de f(z). Podemos assumir —
S s
nos menores termos, isto ¢, MDC (r, s) = 1. Por definigao de raiz,

T T
f(f):ao+a17+---7“n—:0.
S S

S’I’L

Multiplicando ambos os termos da igualdade acima por s™ obtém-

se:
r _ _
f(=)=ags" +arrs" L+ an_1r" s+ a,r™ = 0.
s
Assim,
n o __ n—1 n—1 n
—aps’ = airs + - -ap—1r S+ apr
= r (als”_l + - an,lr"_2san7“”_1)
e
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—ana"” = aps"+airs" M+ a1 s

= s (als"*2 4 an_lrnfz)

As duas tdltimas equagoes acarretam r|ags™ e s|a,r™. Mas, MDC
(r,s) = 1 implica MDC (r",s) = MDC (r,s") = 1. Logo, r|ag e

sla,. Podemos resumir este resultado na forma de um teorema.

Teorema 4.1. (Teste da raiz racional) Seja f(x) = ag + a1z +
-+ apx™ um polindmio com coeficientes inteiros. Se um nimero
. ~ r . ~
racional nao nulo — com MDC (r,s) =1 € raiz de f(x), entdo r|ag
s

e slay.

Exemplo 4.1. As possiveis raizes em Q de f(z) = 22% + 23 —

9122 — 14z +12 siio da forma - com r € {1, £2, +3, +4, +£6, £12}
s

e s e {£1,4+2}. Assim,

1 3
Ue [41,42, 43, +4, 6,12, %, 5}
S

Pode-se verificar que —3 e 3 sao as Unicas raizes racionais de f(x).

Usando o teorema do fator obtém-se:
1 2
f(z) =(z+3)(z— 5)(23: — 4z —8).

Exemplo 4.2. As tnicas raizes racionais possiveis do polinémio
f(z) = 23 +42% +2—1sd0 £1. Mas, f(1) =5e f(—1) = 1. Logo,
f(x) nao possui raizes em Q. Como deg f(x) = 3 segue que f(x)

é irredutivel sobre Q.

4.3 O conteudo de um polinémio

O contéudo de um polinémio nao nulo f(x) = ag+a1x+- - aa™ €

Z[z] ¢ o MDC de seus coeficientes. Um polindémio ¢ dito primitivo
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se possui contetdo igual a 1.

Notagao: cont(f(z)) = MDC (ag,ai...,an).

O “set up” no estudo do contetido de polinémios reside no seguinte
fato: se um primo p € Z divide todos os coeficientes de um produto
f(z)g(z) de polindmios em Z[z] entao p divide todos os coeficientes

de f(z) ou p divide todos os coeficientes de g(x).

Teorema 4.2. (Gauss) Seja p € Z primo e f(x) = ap + a1z +
<ot apz™ e g(z) = by + bix + - - - bypx™ dois polindmios em Z|x]
nao nulos. Seja h(z) = f(x)g(x) = co + 1z + - cpyma™ ™. Se
plei (0<i<n+m) entio pla; (0<i<n)ouplb; (0<i<m).

Prova: (Redugao ao absurdo) Suponha que existam ig, jo tais
que p fai, e p fbj,- Sejam a, e bs os primeiros coeficientes de f(z)
e g(z) (a contar de ¢y e by), respectivamente, nao divisiveis por p.

Pela escolha de 7 e s, pla; 0 <i <7 e p|b; 0 < j < s. Entao,

Crts = aobrys + -+ ar_1bs11 + arbs + arp1bs—1 + - - arysbo

é tal que p|c,4+s por hipotese e plag,...,a,—1,bp,...,bs—1 pela es-
colha de r e s. Logo, pla,bs. Como p é primo (hipotese) devemos

ter pla, ou plbs, absurdo. O

f(x) = £§(x)h(z) com §(z), h(z) € Z[z], deg §(x) = deg g(z) e

deg h(z) = deg h(x) . Aplique a lei do cancelamento em dominios

OBS 4.1. Se c¢f(z) = g(z)h(z), f(z),g9(z),h(x) € Z[z], entdo
B

juntamente com o teorema anterior para todos os fatores primos

de c.
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4.4 Lema de Gauss 4

Dados f(z) = 2* — 423 + 62 — 2 e g(x) = 523 + 62 — 3 temos
cont(f) = 1 e cont(g) = 1. Assim, ambos f e g sdo primitivos.

Por outro lado,
f(x).g(x) = 52" — 2020 + 625 + 3% + 223 + 3622 — 302 + 6

e cont(fg) = 1. Este resultado nao é mera coincidéncia e sim uma
regra. Se considerarmos dois polindmios primitivos, o produto sera
sempre primitivo. Em outras palavras, a no¢ao de primitivo é
preservada pelo produto. Este resultado é conhecido como lema

de Gauss.

OBS 4.2. Se a é um inteiro positivo e f(zr) € Z[z] entao
1
cont(af) = a.cont(f). Em particular, se d = cont(f) entao gf

é primitivo.

Teorema 4.3. (Lema de Gauss) O produto de polindémios
primitivos € um polindmio primitivo. Mais geralmente, o contetdo

do produto € o produto dos contetdos.

Prova: Sejam f(x),¢9(xr) € Z[x] primitivos e d = cont(fg).
Queremos provar que d = 1. Suponha d # 1. Existe ao menos
um primo p tal que p|d. Por definigdo de MDC, p divide todos os
coeficientes de fg. Pelo teorema 4.2, p divide todos os coeficientes
de f ou p divide todos os coefientes de g. Logo, p | cont(f) ou
p | cont(g), isto é, p|l, uma contradigdo. Assim, d = 1. Para
finalizar, sejam f(z),g(x) € Z polinébmios quaisquer e dj,dy seus

1
respectivos conteudos. Entao, n fe 29 sao primitivos donde
1 2
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1 1 1
<dlf> <d29> = mfg é também primitivo. Assim,

cont(fg) = cont [dldg (dlldgfg)]

1
= djdy.cont (dldgfg>
= dydy.1 = didy = cont(f)cont(g). O

4.5 Irredutibilidade em Q[z] < irredutibilidade
em Z[z]

A equivaléncia acima precisa de algumas ressalvas. Primeiro, a
nocao de irredutibilidade é relativa e nao absoluta. Por exemplo,
2 é um polindmio irredutivel em Z[x], mas é unidade em Q[z] e
22 —4 é redutivel em Z[z], mas ¢ irredutivel em Q[z]. Segundo, um
polinémio com coeficientes em Q[z] nao pode ser considerado um
polinémio em Z[x]. Deste modo, para a equivaléncia acima fazer
sentido devemos considerar polindémios primitivos.

Seja f(x) € Z[x] primitivo. Obviamente, irredutibilidade em Q[z]
implica irredutibilidade em Z|x| (raciocine por contrapositival).
Suponha f(z) redutivel em Qz], isto é, f(x) = g(z)h(z) com
g(x), h(z) € Q[z] e deg g(x), deg h(z) < deg f(z). Existem inteiros
a e b tais que ag(x),bh(z) € Z[x]. Entao, abf(x) = (ag(z)) (bh(x))
é uma fatoragao de abf(z) em Z[z]. Denotando ¢ = ab e g(z) =
ag(z) e h(z) = bh(z) temos cf(x) = §(x)h(x). Segue da obser-
vagao 4.1 que f(z) = +§(z)h(z) com deg §(z) = deg g(z) < deg
f(z) e deg h(z) = deg h(z) < deg f(z). Assim, f(z) redutivel em

Q[z] implica f(x) redutivel em Z[z|. Temos provado o seguinte:

Teorema 4.4. Um polindémio primitivo em Z[x] € irredutivel em

Z[z] se e somente se € irredutivel em Q|x].
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OBS 4.3. Dado f(z) € Q[z], existe um inteiro ¢ tal que cf(z) € 4
Z[z]. Temos f(z) redutivel em Q[z] se e somente se cf(x) irre-
dutivel em Q[z]. Assim, com respeito a redutibilidade em Q|x]
podemos sempre supor o polinémio em Z[z]. Ademais, como re-
dutibilidade é invariante pela nocao de associados e sobre corpos
sempre existe associado monico (dinico) podemos também supor
f(z) primitivo. Pelo teorema anterior, f(x) irredutivel em Z[z]
implica f(z) irredutivel em Q[z]. Deste modo, se quisermos provar
que um polinémio f(z) em Q] é irredutivel (em Q[z]) é suficiente
provar a irredutibilidade em Z[z] de um polinémio primitivo em
Z[z] associado & f(x) em Q[z]. E neste fato que reside a importan-

cia de se elaborar critérios de irredutibilidade em Z[z].

4.6 Conclusao

Por meio do conceito de contetido de um polindémio com coeficientes
inteiros, concluimos que o estudo dos irredutiveis em Q[z] esta

incluido no estudo dos irredutiveis em Z[z]. Dai a necessidade de

se obter critérios de irredutibilidade em Z[z].

RESUMO

Teste da raiz racional

Se um ntmero racional £, MDC(a,b) = 1, é raiz de ag +

a1z + -+ -+ apx™ € Zlx] entdo alag e blay,.
O contetido de um polinémio
1. Definig¢ao: cont (ap+ajz+---+apz™) = MDC (ag, ..., a,).

2. Polinémio primitivo: polinémio de contetado 1.
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3. Teorema: (Gauss) Se um primo p divide todos os coefi-
cientes de um produto de polinémios entao p divide todos os

coeficientes de um dos fatores.

Lema de Gauss

cont(f(z)g(x)) = cont(f(x))cont(g(x)).

Irredutibilidade em Q[z]| versus Irredutibilidade em Z[z]

Para polindmios primitivos vale a equivaléncia
Irredutibilidade em Z[z] < Irredutibilidade em Q[x].
Consequéncia:

Seja f(z) € Q[z] e f(x) seu associado moénico em Z|z].
Entéo, f(z) irredutivel em Z[z] implica f () irredutivel

em Q[x].

PROXIMA AULA

Seguindo a motivagao dos resultados obtidos nesta aula, buscare-

mos critérios de irredutibilidade em Z[z].

ATIVIDADES

ATIV. 4.1. Use o teste da raiz racional para escrever cada polindmio

como um produto de polinoémios irredutiveis em Q|x].

a) 3x° 4 2z* — 723 + 222
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b) 2zt — 52 4 322 + 42 — 6. 4

ATIV. 4.2. Mostre que ,/p ¢ irracional para cada p primo.

ATIV. 4.3. Mostre que todo polindémio nao nulo f(z) € Q|x]
pode ser escrito de maneira tnica na forma f(z) = cf(z) com
c € Qe f(x) € Z(z) primitivo. Conclua que todo polinémio em
Q[z] possui um tnico associado ménico em Z[z].

ATIV. 4.4. Seja f(x) € Z(x) primitivo. Mostre que se f(x) é

redutivel em Q(x) entao f(x) é redutivel em Z(zx).

LEITURA COMPLEMENTAR

GONCALVES, Adilson, Introdugao a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.
HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.
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AULA

Critérios de irredutibilidade
Em Z|x]

META:
Determinar critérios de irredutibilidade em Z[z] para mostrar ir-

redutibilidade em Q[x].

OBJETIVOS:
Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:
Aplicar os critérios de irredutibilidade para determinar se um dado

polinémio com coeficientes inteiros é irredutivel em Q[z].
PRE-REQUISITOS

A defini¢do de isomorfismo de anéis e a nogao de polindémio irre-

dutivel.
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Critérios de irredutibilidade
Em Z[z]

5.1 Introducao

Considere f(z) = 2* — 522 + 1 € Q[z]. Vamos testar a redutibi-
lidade de f(z) em Q[z]? Pela aula anterior, é suficiente testarmos
a redutibilidade de f(z) em Z[z]. As possiveis combinagoes dos
graus para fatoragoes de f(z) sao da forma 1.1.1.1, 1.1.2, 1.3 ¢ 2.2.
As trés primeiras implicam (pelo teorema do fator) na existéncia
de pelo menos uma raiz racional. Pelo teste da raiz racional, as
tnicas possiveis raizes de f(z) em Q[z] sdo 1,—1. Mas, f(1) =
f(=1) = =3 #0. Logo, f(x) nao possui raizes em Q e, portanto,
nao possui fatores de grau 1. Deste modo, a tinica maneira de

fatoragao para f(x) seria na forma
f(l’) = (a2x2 + a1x + ao)(b2x2 +bix + bo), ap, ay, bo, b eZ

No entanto, f(z) é monico e isto acarreta ag = by = 1 (voceé

consegue enxergar isto?). Assim temos:
f(x) = (2* + a1z + ag) (2 + bix + bo).
Efetuando este produto obtemos:
2 +(a14+b1) 23+ (ag+arby +bo)2* 4 (aybo+aoby ) z+agby = 2 —52%41
Da igualdade de polinémios, obtemos o seguinte sistema em Z:
a1+b1 =0 ag+aibi +bg=-5 aibg+apbt =0 apby =1

Mas, agbg = 1 em 7Z acarreta ag = by = 1 ou ag = by = —1 e

a1 + by = 0 acarreta a; = —b;. Entao, da equacgao
ap + a1by + by = —H
podemos concluir que

a3 —1-1=5 ou a?+1+1=5
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donde a? = 7 ou a? = 3. Como ndo existem inteiros cujo quadra-
dos s@o 3 ou 7 segue a impossibilidade de fatorar f(z) em Z[x].
Assim, f(z) é irredutivel em Z[z], logo também em Q[z].

Observe, prezado aluno, que a tarefa de caracterizar irredutibili-
dade pela defini¢ao é impraticavel. Por exemplo, vocé saberia dis-
cutir a irredutibilidade do polinémio x'7 46213 —1524 4322 — 92412
em Q[z]? Imagine quantas combinagoes possiveis existem para se
fatorar tal polindmio. Felizmente, existem critérios muito eficazes
para nos auxiliar nesta tarefa. E o que nos ensina os critérios de

irredutibilidade a seguir.

5.2 Critério de Eisenstein

Seja f(z) = ap + a1z + ...apx™ € Zlz] ndo constante. Suponha
que existe um primo p € Z tal que plao, . . ., plan—1, p 1 an € p* | ao.
Vamos mostrar, nestas condigoes, que f(z) é irredutivel em Q[z].
Seguiremos o raciocinio por redugao ao absurdo. Suponhamos f(z)
redutivel em Q[z] e um primo p nas condigoes acima. Pela aula

anterior, f(x) admitiria uma fatoragao em Z[z], digamos
f(z) = (bo +bix+---+bx")(co+ crx + - + csz®)

com b;,c; € Z,1 <r <nel<s<n. Temos a seguinte sequéncia

de implicagoes:

1. plag, ap = bocy e p primo = p|by ou p|cy. Podemos supor

p|b0~
2. ptap, ap=brcs = ptb.epfcs.

3. p? tao, agp = coby e plbo = p 1 co.
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4. plby e p1 b, = existe um menor inteiro k, 1 < k < r, tal que

PTZ%

O inteiro k, determinado no item 4, tem a seguinte propriedade:
plbi, 0<i<k, e pfbg
com 1 < k <r <n. Desde que
ap = bocg + bicg—1 + -+ bp_1c1 + brco
temos
brco = ap — boc, — bicp—1 + -+ — bp_101 (5.5)

Mas, plax (k < n) e p|b;, para i < k. Entao p divide cada parcela
do membro direito da equagao 5.5 e, portanto, p|bgco. Isto implica
p|bg e p|co, um absurdo. Este resultado é conhecido como critério

de Eisenstein. Segue o enunciado em forma de teorema.

Teorema 5.1. (Critério de Fisenstein) Seja f(x) = ag + a1z +
<-4 apz™ € Z[x] nao constante. Se existe um primo p € Z tal que
plao,. . ..plan_1, p1an e p?tag, entio, f(x) € irredutivel em Q[z].
O

Exemplo 5.1. O polinémio x'” 4623 — 1524 4 322 — 92+ 12 dado
na introdugao ¢é irredutivel em Q[z] pelo critério de Eisenstein para
p = 3. Os polindmios da forma =™ — p sao irredutiveis pelo critério

de Eisenstein para p primo.

5.3 Critério Z,|x]

Embora o critério de Eisenstein seja bastante eficiente, existem
muitos polindmios para os quais o critério nao se aplica. Por

exemplo, f(z) = 25 + 8x* 4 322 + 4z + 7. Neste caso, precisamos
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desenvolver um novo método. Para todo inteiro n esta definido o

homomorfismo de anéis de polinémios
o : Llx] — Lnlz]

em que para cada polindémio f(x) = ag + a1z + ---a,z" associa
o polinémio ¢, (f(z)) = ap + a1z + --- + a,2" onde a; denota a
classe de equivaléncia de a; no anel quociente Z,. Usaremos este
homomorfismo para p primo. Assim, o anel quociente Z, é um
corpo e podemos entao aplicar toda a teoria desenvolvida até aqui
para anéis polinomiais sobre corpos.

Seja f(z) = ap + a1z + ---apz™ € Zlz] de grau n. Considere
um primo p tal que p { a,. Entdo, ¢,(f(x)) é um polinémio em
Zylz] de grau n visto que @, # 0 pois p { a,. Vamos mostrar
que se pp(f(x)) é irredutivel em Zy[z] entao f(x) é irredutivel em
Zlx]. Usaremos a contrapositiva. Se f(z) é redutivel em Z[x] entao
f(z) = g(x)h(x) com g(x), h(x) polinémios nao constantes em Z[z]
de graus menores do que n, digamos r e s, respectivamente. Se
b, e cs sao os coeficientes lideres de g(x) e h(z), respectivamente,
entdo a, = b.cs. Como p { ay, entdo, p { b, e ptcs. Assim, b,
e Cs sao nao nulos em Z,. Entao, deg ¢p(g9(x)) = deg g(x) e deg
op(h()) = deg h(z). Como wp(F(2)) = wplgl@))ep(h(z) segue
que @, (f(z)) é redutivel em Zy[z]. Temos demonstrado o seguinte

resultado:

Teorema 5.2. Seja f(x) € Z[x] um polinémio nao constante e
seja p um primo que nao divida o coeficiente lider de f(z). Se
op(f(x)) € irredutivel em Zy[x] entdo f(x) € irredutivel em Q[z].

O

Exemplo 5.2. Vamos mostrar que f(x) = 2° + 8z + 322 +4x+7
¢ irredutivel em Q[z]. Para p = 2 temos ¢o(f(z)) = 2° + 22 + 1.
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©p(f(x)) ndo admite fatores lineares em Zs[x], pois nao possui
raizes em Zsy (verifique isto). Os tnicos polinémios de grau dois
em Zg[z] sdo 2%, 22 + z, 2 + 1 e 22 + x + 1 e nenhum destes
divide ¢,(f(z)) (use o algoritmo da divisao para verificar isto!).
Assim, f(z) também nao admite fatores quadraticos em Zs[x].
Finalmente, ¢,(f(x)) também nao admite fatores de grau 3 e 4
pois se tivesse o outro fator seria de grau 2 ou 1, que é impossivel.
Logo, ¢p(f(z)) é irredutivel em Zs[z]. Pelo teorema 5.2 f(x) é

irredutivel em Q[z].

5.4 Critério f(z + ¢)

Seja f(z) € k[z] e c € k. A aplicagdo ¥ : k[z] — k[z], ¥(f(z)) =
f(z+c), define um isomorfismo. Assim, f(z) é irredutivel em k[z]
se e somente se V(f(z)) = f(z + ¢) é irredutivel em k[z]. Em

forma de teorema:

Teorema 5.3. Seja f(x) € k[z], k corpo, e c € k. Se f(v+¢c) é

irredutivel em k[z] se e somente se f(x) € irredutivel em k[z]. O

Tal critério aparentemente nao traz nehuma luz a caracterizagao da
irredutibilidade de um polinémio. Mas, ele aplicado em conjunto
com outros critérios pode ser bastante 1itil. Por exemplo, considere
f(z) = 2*+4z+1 € Q[z]. Temos f(z+1) = (z+1)* +4(z+1)+1 =
xt + 423 4 622 4 82 + 6 irredutivel pelo critério de Eisenstein para
p = 2. Logo, z* + 4z + 1 é irredutivel em Q[z]. Prezado aluno,
vocé pode fazer o teste de irredutibilidade tentando fatorar tal
polindmio como foi feito na introdugao & esta aula e verificar qual
dos dois métodos é o mais trabalhoso. Outro exemplo segue na

secao a seguir.
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5.5 O polinémio ciclotémico ®,(x), p primo

Em matematica, a palavra ciclotomia remonta ao problema histori-
co de dividir o circulo em um dado ntmero de partes iguais ou,
equivalentemente, de construir poligonos regulares com régua e
compasso. E conhecido que um poligono regular de n lados é
construtivel (isto significa com régua e compasso) se e somente se
¢(n) ¢ uma poténcia de 2. Lembramos que ¢(n) denota a fungao
phi de Euler em n € Z>( e corresponde a quantidade de inteiros
positivos < n relativamente primo com n. Na teoria de grupos,
¢(n) é a ordem do grupo multiplicativo das unidades de Z,,. Pode-
se mostrar que ¢(n) é uma poténcia de 2 se e somente se n =
2"py ---p com p; = 22" 4 1 primo para todo i = 1,...,r. Os
primos da forma 22“ + 1 sdo chamados primos de Fermat (1601-
1665). Fermat conjecturou que todos os ntimeros da forma 22* + 1
sdo primos. De fato, 22* +1 & primo para ¢ < 5, mas Euler (1707-
1783) mostrou em 1732 que 92° 41 = 641 x6.700.417. Na literatura

corrente consta que até o momento nao se conhece nenhum primo

de Fermat para ¢ acima de 4.

A relacao da ciclotomia com nossa aula consiste no fato que dividir
o circulo em n arcos iguais é equivalente a construgao com régua
e compasso da n-ésima raiz complexa da unidade. Um ntmero
complexo ( = a + bi é dito construtivel se o ponto do plano com-
plexo (a,b) é construtivel com régua e compasso. Sabe-se que um
complexo ¢ é construtivel somente se o corpo Q[¢] possui como
dimenséo vetorial sobre Q uma poténcia de 2. A dimensao veto-
rial de Q[(] sobre Q é chamada grau pelo fato de coincidir com o
grau do polinémio monico irredutivel sobre Q tendo ¢ como raiz.

27

Denota-se por [Q[¢] : Q] o grau de Q[¢] sobre Q. Se ¢ = exp™n

¢ uma n-ésima raiz complexa da unidade entdo [Q[(] : Q] = ¢(n).
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Critérios de irredutibilidade
Em Z[z]

A prova deste resultado é néo trivial e precisa antes de mais nada
determinar o polinémio minimo de (. Tal polinémio é chamado o
n-ésimo polinémio ciclotémico e denotado por @, ().

Se (= exp% ¢ uma n-ésima raiz da unidade entdo (" = exp?™ =
1 donde ¢ ¢é raiz do polinémio 2" —1 = (z—1)(z" ' +2" 2+ o+
1). Se ¢ # 1 entdo ¢ é raiz do polinémio "1 + 272 + ...z + 1.
Quando n = p é primo, ¢(z) = 2P~ +2P~2 ... 2+ 1 ¢ irredutivel

sobre Q e portanto é o p-ésimo polinémio ciclotémico ®,(z). De
P —1

fato, = q(z). Assim,
(x+1)P -1
1) = ——
ate +1) z+1-1
P + P g [P er1on
p—1 1
N T
P + P pPh 4 x
p—1 1
N T
= 24 w2y [ D
p—1

. p o
Como p divide para todo r, 0 < r < p, segue pelo critério
T

de Eisenstein que ¢(z) = 2P~ +2P~2 + ... 2 + 1 é irredutivel.

5.6 Conclusao

Embora nao exista um método geral para determinar irredutibili-
dade em Q[z], conseguimos, por meio dos critérios elaborados nesta
aula, caracterizar a irredutibilidade de certos tipos de polinémios.

O principal critério é o de Eisenstein. Eles sao de extrema utili-
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dade tanto na teoria dos corpos quanto na teoria de Galois.

RESUMO

Critério de Eisenstein

Seja f(x) = ap+arx+---+apz™ € Z[x] nao constante.
Se existe um primo p € Z tal que p|ag,. . .,p|lan—1, Pt an

e p? { ag entdo f(z) é irredutivel em Qlx].
Critério Z,[x]

Seja f(x) € Z[x] um polindmio nao constante e seja p
um primo que nao divida o coeficiente lider de f(z). Se
op(f(z)) € irredutivel em Z,[x] entao f(x) é irredutivel

em Q[x].
Critério f(z +c¢)

Seja f(z) € k[z], k corpo, e ¢ € k. Se f(x +¢) é

irredutivel em k[x] entdo f(x) é irredtivel em k[z].

O polinémio ciclotémico ®,(x), p primo

p(x) =aP '+ aP 2 a1

PROXIMA AULA

Na proxima aula iniciaremos a segunda fase do curso. Sera uma
aula de transigao entre o estudo de polinémios e a teoria de corpos.

Estudaremos os anéis quocientes obtidos por meio de ideais em
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Ek[z]. E muito importante que vocé ganhe maturidade na estrutura

de tais anéis, pois sera a teoria que daré suporte & toda teoria dos

corpos vista neste curso.

ATIVIDADES

ATIV. 5.1. Mostre que os seguintes polinomios f(x) € Z[z] sao

irredutiveis sobre Q[z].
a) f(x) =a* +22% + 222 + 22 + 2.
b) f(z) =27 — 31.
c) f(x)=2%+15.
d) f(z) =23+ 622 + 5z + 25.
e) f(z) =2 +8x3 + 2%+ 2z +5.
f) f(z) = 2* + 102® + 202% + 302 + 22.

ATIV. 5.2. Determine quais dos seguintes polindmios sao irre-

dutiveis sobre Q.

a) 2® —x+1 b) 23 + 2z + 10
c) 3 —222 +x+15 d) x* 42
e) z* -2 Hat—z4+1

ATIV. 5.3. Determine quais dos seguintes polinémios sobre os

seguintes corpos K sao irredutiveis:

a) 2T + 2223 + 1122 —442+33 , K=Q
b) 23 — 722 + 32 + 3 , K=Q
c) ot — , K =177
d)z3 -5 , K =171
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AULA

Anéis quocientes k|x|/I

META:
Determinar as possiveis estruturas definidas sobre o conjunto das
classes residuais do quociente entre o anel de polinémios e seus

ideais.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

Reconhecer as estruturas de anel e espago vetorial do conjunto
quociente k[x|/I.

Caracterizar uma base de k[z](f(z)) como um espago vetorial so-
bre o corpo k.

Reconhecer a classe T em k[x]/(f(z)) como uma raiz do polinémio
f(@).

Usar o processo de adjuncao de raizes para determinar corpos de

rafzes de alguns polinémios.
PRE-REQUISITOS

As seguintes nogoes de algebra linear: espago vetorial, dependéncia

e independénica linear, base e dimensao.
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Anéis quocientes k[z]/I

6.1 Introducao

Seja A um anel e I C A um ideal. A relagdo de congruéncia
modulo o ideal I (a = b < a — b € I) define uma relacao de
equivaléncia em A. A classe de equivaléncia de um elemento a
¢ oconjunto a = {a+0b:b¢€ I} =a+ I O importante na
definicao de congruéncia é que usa apenas a estrutura aditiva de
A. Sendo (A, +) um grupo abeliano, (I,+) é um subgrupo normal
de A. Assim, o quociente A/I é grupo aditivo com a operagao
@+0b=a+b A operacio a.b = a.b define uma multiplicacio
em A/I. O anel (A/I,+,.) é chamado anel quociente ou anel de
classes residuais modulo I. Se A é comutativo com identidade 14
entdao A/l é comutativo com identidade 14. Sao fundamentais os

seguintes resultados:
1. A/I é dominio se e somente se I & ideal primo.
2. A/I é corpo se e somente se I é ideal maximal.

3. Em um dominio de ideais principais (DIP), ideais primos sao

MmAaximos.

6.2 Exemplos
Exemplo 6.1. Em Z[z],
>+ 2z+1=2+3 modx+2

pois 2 +z+1—(2+3) =22 -4 =(z—-2)(x+2) €I, = (z+2).

Exemplo 6.2. Vamos mostrar que Zs[z]/(2? + 2 + 1) é um anel
com exatamente 4 elementos. Seja f(x) € Zg[z]/(z? + = + 1).
Entao f(x) € Za[z] e pelo algoritmo da divisdo existem tunicos

q(x),r(x) € Zo[x] tais que f(z) = q(z)(x®>+ ') +r(x) onde r(z) =
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0ou0 <degr(r)<2. Assim,r(z)=azxr+bparaa,b & Zs. Deste
modo, para toda classe f(z) existe um representante de grau 1

ax +b € Zsx] tal que f(x) = ax +b. Vamos mostrar que este

representante é tnico. De fato, ax + b = cx + d implica ax + b —
(cx4+d)=(a—c)xr+b—d=q(z)(z?+2+1). Sear+b+#cx+d
entao segue da ultima igualdade que 1 > deg ((a — ¢)z + b — d)
= deg q(z)(z? + x4+ 1) > 2, contradicdo. Logo, ax + b = cx + d.
Assim, Zso[z]/(z* + 2+ 1) = {ax +b : a,b € Zs}. Pela unicidade
da representacao de uma classe por polindémios de grau 1 podemos
omitir as barras e simplesmente escrever Zs[z]/(2% + x + 1) =
{ax +b : a,b € Zs} que é um anel com 4 elementos: 0, 1, z
el+x Note que z(z+1) =22+ =2+ 1+2 = 1, pois
2?2 = x + 1 em Zolx]/(z* + 2 + 1). Assim, toda classe ndo nula
possui inverso multiplicativo e, portanto, Zs[z]/(x? + 2 + 1) é um
corpo. Prezado aluno, se vocé nao percebeu, 22 +xz+1 ¢é irredutivel
em Zs[x| logo gera um ideal primo. Sendo Za corpo, Zs[z] é DIP
e, portanto, primos sdo maximais. Logo, (22 + z + 1) é maximal

donde Zs[z]/(z? + z + 1) é corpo.

6.3 O anel quociente k[z]//

Seja I C k[z] um ideal ndo nulo. Sendo k[z] um DIP entdo I =
(f(X)) para algum f(z) = 2" + ap_12" 1 +---a12 + ag (por qué
monico?). Se I é trivial, isto é, nulo ou gerado por uma unidade
(constantes nao nulas) entao k[z]/(0) = k[z] ou k[z]/(1) = (0)

(anel nulo). Vejamos o caso nao trivial. Neste caso,

n= deg f(x) >0
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e o exemplo 6.2 nos diz como procedermos. Por defini¢ao de anéis

quocientes,

kl2]/(f(2)) = {g(2) : g(x) € K[a]}

onde g(x) = {g(z) + h(x) : h(x) € I} = g(x) + 1.

1. Dado g(z) € k[z]/I, o algoritmo da divisdo em k[z] nos

fornece tnicos ¢(x),r(z) € k[z] tais que
6(2) = () f(z) + r(2)
com r(z) =0 ou 0 < deg r(z) < n. Assim,
r(z) = bp_12" 1 -+ bz + by

é¢ um polinémio de grau <n—1e

9(x) = q(2)f(x) + r(z)

(@) f () + ()

= r(x)

I
<

Portanto, toda classe g(z) € k[x]/I possui um representante

de grau <n — 1.

2. Suponhamos que ri(z),r2(x) € klx] sejam dois represen-

tantes de grau < n — 1 para uma mesma classe g(x) €

k[z]/I. Entao ri(z) = g(z) = ra2(z) donde ri(z) — ro(x) =

r1(z) — ro(x) = 0. Se r1(x) # ro(x) entdo

r(z) = ra(2) = q(2)f(2)

e isto é uma contradicao, pois o grau a esquerda é sempre

< n—1eograu adireita é sempre > n. Assim, r1(z) = ra(z).
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3. Seja k = {a : a € k} C k[z]/I o conjunto das classes dos 6

polindémios constantes em k[x]. A aplicacao
m, tk—k[z]/I, a—a

define um homomorfismo de nicleo nulo (verifique isto!) cuja
imagem é o conjunto k. Pelo teorema fundamental do iso-
morfismo, k ~ k. Deste modo, podemos fazer a identificacdo
a := a para cada a € k e obtermos a inclusao k C k[z]/I.
Tal inclusdo preserva toda a estrutura do corpo k dentro
de k[z]/I e isto caracteriza uma extensao de anéis. Assim,
k[x]/I é uma extensao do corpo k (de anéis!) na qual a classe

T satisfaz a relagao
T+ ap 1T+ aiT+ag=0 (6.6)

Para ver isto, observe a seguinte sequéncia de igualdades:

T+ T T rag = 2 a2 4
a1 + ag
= fl@)=0=0.

OBS 6.1. De 1) e 2) acima segue que

klz]/(f(x)) = {r(x) : degr(z) <n—1}
= {bo+- - +cp1z™ ! b €k}

= {bo+ 01T+ - +bp 1T : b€k}

Por 3), podemos omitir as barras sobre as classes dos elementos de

k e assim obtemos:
klx]/T = {bo + T+ + b, 17" :b; € k}
Note que as expressoes

bo+ 01T+ + by 17"}
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sdo combinacdes lineares de 1,7Z,...,2" ' € k[z]/I com coefi-
cientes em k. Além disso, (k[z]/I,+) é um grupo aditivo abeliano
(é anel!) e com respeito & multiplica¢do por elementos de k é dis-

tributivo, associativo e 1.g(z) = g(z). Isto define uma estrutura
de espago vetorial de k[z]/I sobre k tendo 1,7, ..., 2" como con-
junto de geradores. Pela unicidade das expressoes em grau n — 1

segue a independéncia linear de tal conjunto. Assim,

é um conjunto de geradores linearmente independentes. Logo, é
uma base de k[z]|/I como um espago vetorial sobre k com n ele-

mentos. Entao,
dimgklz]/I =n = deg f(z)

onde a expressao acima denota a dimensao de k[Z] sobre k.

OBS 6.2. Este procedimento é uma forma de construir espagos
vetoriais de dimensao finita arbitraria tendo ainda uma estrutura
adicional de anéis. Tal estrutura hibrida é o que se chama de k-
algebra. Sobe tal aspecto, k[z]/I é uma k-algebra gerada por T e
isto é denotado por k[Z]. Assim, temos a igualdade de notagoes
klz]/I = k[z]. Em geral, uma k-algebra finitamente gerada por
g1, .- -, gr € denotada por k[g1, ..., g,] e chamada k-algebra de tipo
finito. Tal linguagem significa dizer que klgi,...,g,] ¢ um anel
contendo k£ como subanel e tendo adicionalmente uma estrutura de
k-espago vetorial. Um elemento em k[g, ..., gr] € uma expressao
polinomial em g1, ..., g, com coeficientes em k.

OBS 6.3. A relagao 6.6 nao somente nos fornece uma dependéncia
linear de 1,7, ..., " ! sobre k como também nos diz que f(z) = 0.
Assim, T é uma raiz do polinémio f(z). Deste modo k[z]|/I = k[Z]

¢ uma extensao de k contendo uma raiz de f(x) € k[x]. No caso em
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que k[Z] é um corpo, este procedimento de construcao de raizes de 6
polinémios chama-se adjungao de raizes. Isto constituird o cerne
da teoria de extensoes de corpos nas aulas subsequentes. Por isso,
precisamos saber quando k[x]/I é corpo e isto é o que nos motiva

para a proéxima secao.

6.4 A estrutura de k[z]/(p(x)) quando p(x) é ir-
redutivel
Considere os seguintes fatos ja vistos:
1. k[z] é DIP (teorema 3.3).
2. Polinomios irredutiveis em k[z] sdo elementos primos (Lema 3.2).
3. Elementos primos geram ideais primos.
4. Em um DIP ideais primos sao ideais maximais.

5. O anel quociente A/I é corpo se e somente se I e ideal

maximal.

Conclusao:
p(z) € k[x] irredutivel = k[z]/(p(x)) corpo.

OBS 6.4. Vale areciproca da implicagao acima. Veja atividade 6.1.

Exemplo 6.3. O polinémio p(x) = 22 + 1 é irredutivel em R[z],
pois é de grau 2 e nao tem raizes reais (R é um corpo ordenado).
Assim, o anel quociente R[z]/(x?+1) é corpo. Pela observacao 6.1,
R[z]/(2? 4+ 1) = {a + bT : a,b € R} com a + bT = 0 se e somente
se a =b=0. Em R[], 22 + 1 = 0 donde 7> = —1. Deste modo, a
aplicacao ¢ : R[z] — C, a + bT — a + bi define um isomorfismo de

corpos com ¢(a) = a para todo a € R.
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6.5 Adjuncao de raizes

Na se¢ao 6.3, mais precisamente na observacao 6.3, foi exibida a
noc¢ao de adjuncao de raizes. Seja dado um polinémio f(x) € k[x].

O método de adjungao de raizes consiste nos seguintes passos:

Passo 1 Considere um fator irredutivel p(z) de f(z) em k[z]

(existe, pois k[z] é DFU).

Passo 2 O anel quociente k[z]/(p(x)) = k[Z] é um corpo con-
tendo k ( extensdo de k) tendo T como raiz de p(z) (ver

)
observacao 6.3). Como p(z)|f(z) entdo T é também raiz de
f(z).

Passo 3 Denotando T := «; temos k C k[ag] com aq raiz de
f(z) € (klaa])[z] ( os coeficientes de f(x) estao em kfaq]).
Pelo teorema do fator, podemos escrever f(x) = (x—aq)* q1(z)
com q1(x) € k[ai][x] de grau < f(z) e q1(a1) # 0. Aplicando
os Passos 1 e 2 agora para ¢ (z) obtemos um fator irredutivel
pa(a) € (Klaa])[z] de modo que o corpo (kfan])[a]/(pa(x))
contém ko] com T := a umaraiz de pa(x). Logo, klai][ae] =
k[au, ag] € um corpo contendo k[aq] (logo k) e as raizes aq, o

de f(x).

Passo 4 Em k[ai,as] temos f(z) = (x — a1)™ (z — ag)®2qa(x),
com ga(c;) # 0, i = 1,2. Repetindo o Passo 3 obtemos um
polinémio irredutivel ps3(z) € k[ai, ag][z], com deg p3(z) <
deg q2(x) < deg p2() tal que f(z) = (z—01)" (z—a2)* (z—
a3)®q3(w) € klay, as][z]/(p3(x)) = klon, a2, a3], ag =7 em
klay, ao[z]/(ps(2)) e qs(ai) #0,i=1,2,3.

O procedimento acima termina apds um namero finito de passos

(no méaximo em n passos) com

flz)=(x—a)™ - (x — )" € ko, g, -+, ar][z].
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OBS 6.5. O corpo k[aj, a9, -+ ,a,] & o menor corpo contendo
todas as raizes de f(x) e é chamado o corpo de raizes de f(z).
As raizes aq,---,a, s8o todas distintas e os expoentes a;’s sdo
chamados multiplicidades da raiz «;. Além disso, em geral nao
sa0 necessarios n passos para se chegar ao corpo de raizes de um

polindmio de grau n. As vezes, apenas um é necessario.

Exemplo 6.4. Seja p € Z um primo. Entdo, f(z) = 2? — p
¢ irredutivel em Q[z]. Assim, Q[z]/(2? — p) = Qla], a = T €
Q[z]/(x? —p) é uma raiz de 22 — p. Como —a € Q[a] é a outra raiz
de 22 — p segue que 2 — p = (x — a)(z + ) € Q[a][z]. Denotando

a por ,/p, segue da observagao 6.1 a seguinte igualdade:

Q[vp] ={a+byp : a,bcQ}.

Q[/P] é o corpo de raizes de 22 —p sobre Q pois Ql/p] = Q[/p, —/P

é o menor corpo contendo Q e as raizes de 22 — p.

6.6 Conclusao

O anel quociente k[z]/I, I # (0), possui uma estrutura de espago
vetorial sobre k£ de dimensao finita e igual ao grau do polinémio
gerador de I. Isto possibilita a integracao da teoria dos anéis com
algebra linear. Subjacente & estas duas esta a estrutura de corpo
do anel k[x]/I quando I ¢ gerado por um polindmio irredutivel.
Toda esta confluéncia de estruturas em um s6 objeto algébrico,
ja tornaria o anel quociente k[x]/I interessante por si s6. Mas, o
fato de conter uma raiz do polindémio gerador do ideal I confere ao

mesmo o estatus de principal objeto algébrico.
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RESUMO

Dado f(x) € k[z] ndo constante, eis o que se pode dizer a respeito

do anel quociente k[z]/(f(x)):
1. k[z]/(f(x)) é um anel contendo o corpo k.

2. k[z]/(f(z)) = k[x] & espago vetorial sobre k de dimensao

finita n = deg f(z) com base 1,7,72,...,7" L.
3. A classe T € k[z]/(f(z)) ¢ uma raiz do polinomio f(x).

4. Se f(x) é irredutivel sobre k[x] entao k[x]/(f(z)) é um corpo

contendo k e a raiz T de f(z).

5. Se f(z) é irredutivel entdo k[z]/(f(z)) = k[x] é o menor

corpo contendo k e a raiz a =7 de f(x).

6. O processo acima de passar ao quociente k[x]/(f(z)) para
determinar o menor corpo contendo k e uma raiz de f(x) é

chamado de adjungao da raiz T ao corpo k.

7. A iteracao do processo de adjuncéo de raizes determina o
menor corpo contendo k e todas as raizes do polindémio f(z).

O corpo assim obtido é chamado corpo de raizes de f(x).

PROXIMA AULA

Iniciaremos o estudo de teoria dos corpos, pré-ambulo a teoria de
Galois. Usaremos os conhecimentos obtidos nesta aula sobre os

anéis quocientes para nos auxiliar nesta tarefa.
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ATIVIDADES t

ATIV. 6.1. Seja k um corpo. Mostre a equivaléncia entre as

seguintes afirmagoes:

i) p(z) é irredutivel em k[z].

ii) k[z]/(p(z)) é um corpo.

iii) k[x]/(p(x)) é um dominio de integridade.
Sugestao: Use os seguintes fatos conhecidos:

a) Corpos sao dominios.

b) A/I & dominio < I ¢é ideal primo.

b) A/I é corpo < I é maximal.

c) A DIP = (I ideal primo < [ ideal maximal).

d) k corpo = k[z] DIP.

e) k corpo = irredutiveis em k[z]| sdo elementos primos (logo,

geram ideais primos).

ATIV. 6.2. Seja p € Z primo. Mostre que se p(x) € Zylx] é
irredutivel de grau n entdo Zy[z]/(p(z)) é um corpo contendo Z,

com p" elementos.

ATIV. 6.3. Considere o conjunto

Q2 ={ap +m1V2+ -+ a,(V2)" : a; € Q,n € Zxo}.
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Mostre que Q[v/2] é um subcorpo de R como segue. Defina a

funcao

ii)

iii)

iv)

vi)

vii)

viii)

¢:Qlz] = R, f(z)— o(f(z)) = f(V2).

Mostre que ¢ é um homomorfismo com conjunto imagem

Qv2].
Mostre que Ker ¢ = (22 — p).

Use o teorema fundamental do isomorfismo para concluir que

Qlz]/(2? - p) = Q[V2].

Caracterize a irredutibilidade de 22 — 2 e conclua que o anel
quociente Q[x]/(z? — p) é corpo. Do isomorfismo acima,

Q[v/2] é um corpo contido em R.

Mostre que se K é um subcorpo de R contendo Q e v/2 entéo
K contém Q[v/2]. Conclua que Q[v/2] é o corpo de raizes de
2 — 2 sobre Q.

Mostre que todo elemento de Q[v/2] se escreve de maneira

tnica na forma a + by/2, com a,b € Q e, portanto,

QV2 = {a+bvV2 : a,becQ}

Determine o inverso de um elemento niao nulo a + bv/2 €

Qv

Determine a dimensdao de Q[v/2] como um espaco vetorial

sobre Q.

ATIV. 6.4. Mesma questao anterior para

Q

V3] ={ao+a1V3+--+a,(V3)" : a; €Q,n € Z>o}.
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ATIV. 6.5. Mostre que Q[v/2] e Q[v/3] ndo sio corpos isomorfos.

Sugestdao: Suponha que exista um isomorfismo ¢ : Q[v/2] —
Q[v3]. Mostre que go(%) = % para todo % € Q. Conclua que
©(v2) = V2 € Q[v3]. Mostre que isto ¢ uma contradi¢io por

mostrar que v2 & Q[v/3].
ATIV. 6.6. Mostre que Zs[z]/(z® + 2 + 1) é um corpo contendo

todas as trés raizes de 23 + z + 1.

1
ATIV. 6.7. Racionalize a fracigo —————.
Iy Vet va

LEITURA COMPLEMENTAR

GONCALVES, Adilson, Introducéo a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.
HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.
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AULA

Extensoes de Corpos

META:

Determinar as nogoes e fatos basicos da teoria dos corpos.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

Definir: Caracteristica de corpos, extensao de corpos, grau de uma
extensao, extensao finita, extensdo finitamente gerada, extensao
simples, elemento algébrico e transcendente, polinémio minimo,
corpo de raizes de um polinémio, extensao algébrica e corpo alge-
bricamente fechado.

Determinar a caracteristica de um corpo.

Expressar uma extensao simples k[a] como um quociente k[z]/(p(x))
em que p(z) é o polinémio minimo de a.

Determinar uma base vetorial de uma extensao algébrica simples.
Determinar as operagoes adigao e multiplicagdo para extensao al-
gébricas simples.

Determinar o inverso de um elemento dado em uma extensao al-

gébrica simples.

PRE-REQUISITOS

Observagao 6.1 e secao 6.4 da aula 6.



Extensoes de Corpos

7.1 Introducao

Iniciaremos o estudo de extensoes de corpos. Na primeira secao,
sdo listadas todas as definicoes bésicas que iremos precisar. E
muito importante que vocé interiorize tais definigdes. Sem elas em
mente fica impossivel acompanhar o restante do curso.

Nas se¢Oes que seguem, veremos alguns exemplos e os principais
fatos sobre o tema.

A fim de tornar mais dindmica a exposi¢cao do assunto, as provas
dos fatos sdo dadas em uma secao & parte em forma de exerci-
cios resolvidos. Desta maneira, os resultados tornam-se proble-
mas teodricos que precisam ser resolvidos e vocé estéd convidado a
resolvé-los antes mesmos de ver a solucao. Este modo ativo de
estudo forcara vocé a relacionar as idéias sobre os assuntos anteri-

ores. Bons estudos!

7.2 Glossario

Ao longo desta secao, F' denotara um corpo.

Caracteristica de corpos A caracteristica de um corpo F', de-
notado por Ch F, é o gerador nao negativo do homomorfismo

de grupos (anéis)
p:Z—Fn—nlp=1p+---1p.
—_—
n parcelas

Em outras palavras, a caracteristica de um corpo é zero ou

0 menor inteiro positivo n tal que n.1p = 0.

Subcorpo primo O subcorpo primo de um corpo F' é o subcorpo

de F' gerado pela identidade multiplicativa 1.
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Extensao de um corpo Um corpo K é dito uma extensao de F'
se K contém F' como um subcorpo. Notagdo: FF C K. O

corpo F' é chamado de corpo base da extensao F' C K.

Grau de uma extensao O grau de uma extensao de corpos F' C
K, denotado por [K : F|, é a dimensao de K considerado

como um espaco vetorial sobre F'.

Extensao finita Uma extensao F' C K ¢é chamada finita se [K : F

é finito. Caso contrério, a extensao é dita infinita.

Corpos finitamente gerados O corpo gerado sobre F' por uma

colecao finita de elementos ag,...,qa, € K, denotado por
F(aq,...,ap), € o menor subcorpo de K contendo F e
Ay y Qp.

Extensao finitamente gerada Extensao F° C K na qual
existem finitos elementos o«q,...,qa, € K tais que

K =F(ay,...,a).

Extensao simples Extensao F' C K na qual existe o € K tal

que K = F(a).

Elemento algébrico Seja F' C K uma extensao de corpos. Um
elemento a € K é dito algébrico sobre F' se existe um polinémio
nao nulo f(z) € Flz| tal que f(a) = 0. Em outras palavras, o
nicleo do homomorfismo @, : Flx] — K, f(z) — ¢o(f(x)) =

f(a) é nao nulo.
Elemento transcendente Elemento nao algébrico.

Polinébmio minimo Seja F' C K uma extensao de corpos e o €
K algébrico sobre F. O polindmio minimo de « sobre F,

denotado por mq, r(z), é o polindmio de menor grau em F'[x]
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tendo a como raiz. Em outras palavras, mq r(z) é o ge-

rador do nucleo do homomorfismo entre F|x] e K definido

por f(z) — f(a).

Corpo de raizes de um polinémio Chama-se corpo de raizes
de um polindémio f(z) € F[z] ao menor corpo contendo F e

todas as raizes de f(x).

Extensao algébrica Um corpo K é dito uma extensao algébrica

de F' se todo elemento de K ¢é algébrico sobre F'.

Fecho algébrico O fecho algébrico de um corpo F' é um corpo,
denotado por F, algébrico sobre F e satisfazendo a condicio
em que todo polinémio f(z) € F[z] fatora-se completamente

em F

Corpo algebricamente fechado Corpo K no qual todo

polinémio com coeficientes em K possui uma raiz em K.

Em simbolos, K = K.

Extensao normal Extensao F' C K na qual todo polinémio irre-
dutivel em F[z] possuindo um raiz em K fatora-se comple-

tamente em K.

Extensao de um isomorfismo Sejam F' C L e E C K duas
extensoes de corpos e ¢ : F' — FE um homomorfismo de
corpos. Um homomorfismo ¢ : L — K é dito uma extensao

de ¢ se @(c) = ¢(c) para todo ¢ € F.

Polindémio separavel Polindomio sem raizes multiplas. Se f(z) €
F[z] é separavel de grau n entao f(x) possui n raizes distintas

em seu corpo de raizes.

Elemento separavel Um elemento o em uma extensao K de F

é dito separével sobre F' se « é raiz de um polindémio sepa-
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ravel em F[z]. Equivalentemente, a é dito separavel sobre
F' se é algébrico sobre F' e seu polindémio minimo mq p(x) é

separavel.

Extensao separavel Extensao F' C K na qual todo elemento em

K é separavel sobre F.

7.3 Exemplos

1. O corpo dos nameros racionais Q tem caracteristica zero. De
fato, o subgrupo abeliano aditivo de QQ gerado pela identidade
1 é o conjunto Z dos inteiros. Logo, n.1 # 0 para todo inteiro
positivo n. Assim, todo corpo contendo um subanel isomorfo

a 7 é de caracteristica zero.

2. Se p é primo entao [F, = 7Z, ¢ um corpo de caracteristica

positiva p. De fato,

p.le:1Fp+--'+1Fp:ﬁ:6.
—_———

p parcelas

3. A relagao entre caracteristica de um corpo F' e seu corpo
primo é como segue. Todo corpo F' contém um elemento
identidade 1p. Da estrutura de corpo, F' contém o grupo
abeliano aditivo gerado por 1p, aqui denotado por < 1p >.
A aplicacdo ¢ : Z — F, n — n.1p, define um homomorfismo
nao somente de grupos mas também de anéis. Temos Im ¢

= < 1p >. Existem dois casos:

Caso 1: Ker ¢ = 0. Neste caso, n # 0 implica ¢(n) =
n.lp # 0. Assim, nao existe n # 0 tal que n.1p = 0.
Isto significa ch F' = 0. Pelo teorema fundamental do

isomorfismo, Z =< 1p >. Desde que corpos de fragoes
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de dominios isomorfos sao também isomorfos entdo F
contém um corpo K isomorfo & Q. Por construcao e

defini¢ao de corpo primo, K = Q é o corpo primo de F'.

Caso 2: Ker ¢ # 0. Sendo Z DIP, o ntucleo Ker ¢ é princi-

pal, Ker ¢ = (p). Podemos supor p > 0. Lembramos
que p, na condicao de gerador do ideal, é o menor inteiro
positivo em Ker ¢. Por defini¢do de nicleo, p é o menor
inteiro positivo tal que p(p) =plp =1p+---1p = 0.
Isto é justamente a definigdo de caracteristica. Assim,
ch F = p. O anel quociente Z/(p) é dominio (isomorfo
a um subanel de um corpo). Logo, p é primo. Assim,

Fp=17Z,=17Z/(p) & o corpo primo de F.

4. O polinémio 2241 é irredutivel sobre R, logo o anel quociente

R[z]/(2% + 1) é um corpo. A esta altura eis o que devemos

saber sobre um corpo:

(a)

A expressdo de um elemento genérico do corpo. Neste
caso, um elemento tipico de R[x]/(z%+1) é unicamente
escrito na forma a + bT, a,b € R com T satisfazendo a

relagio T2 + 1 = 0 (ver exemplo 6.3).
Efetuar a adicdo e a multiplicacao. Neste caso:

Adicao: (a+b7) + (c+dz) = (a+b) + (c+ d)z.

Multiplicagao:
(a4 bT).(c+dT) = ac+ adT + beT + bdT>
= (ac—bd)+ (ad + bc)z
onde temos feito a substituicio z2 = —1.

Expressar, se possivel, por meio de um isomorfismo o

corpo como um corpo ja conhecido. Neste caso, R[z] &
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C pois a aplicagao ¢ : R[Z] — C, a + bT — a + bi define :
um isomorfismo de corpos.

(d) Exibir, se possivel, o inverso de um elemento nao nulo

geral. Neste caso, para a,b € R nao simultaneamente

nulos:
1 1
(a + bx) = e
_ 1 a—bx
- a+bT a—bT
_ a—bx
~ a? — (b3)?
a b

2+ 26

5. Determinar o grau da extensao R C R[z]. A dimensao de
um espago vetorial é a cardinalidade de uma base qualquer.
Assim, devemos determinar uma base de R[Z] sobre R. Lem-
bramos que uma base é um conjunto de geradores linear-

mente independentes.

(a) Conjunto de geradores: 1,7. De fato, todo elemento de
R[Z] se escreve na forma a + bT = a.1 + b.7.

(b) Independéncia linear: a + b = 0& a+bx = 0 €
R[z]/(2%+1) & atbz € (2%+1) & a+bz = q(z) (2> +1).
Se a + bx # 0 entao, 1 > deg (a + bx) = deg q(z) +
deg (2 +1) > 2, contradicdo. Logo, a+ bz = 0 implica
a=0b=0.

6. Considere o corpo Q[,/p] = Q[z]/(z* — p) obtido no exem-

plo 6.4. Como no exemplo anterior, as caracteristicas basicas

da extensao Q C Ql[,/p] sdo:
(a) Elemento genérico:

a+by/p ( tal expressao ¢ tnica).
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(b) Operagoes:

Adigao:
(a+byp)+ (c+dyp)=(a+b)+ (c+d)/p

Multiplicagao:

(a+by/p).(c+dyp) = (ac+p.bd)+ (ad+ bc)y/p

(c) A aplicacdo ¢ : Qz] — R, f(x) — f(y/p), define um
homomorfismo de anéis de nicleo Ker ¢ = (22 — p)

(prove isto!). Assim,

Qz]/(z* —p) = Ime

com

Im ¢ = {ag+a1\/p+- - +any/p" 1 2i € Q, n € Zxo} CR

onde o conjunto a direita ¢ denotado por Q[,/p]. Neste

caso, temos mostrado que
Qlvp) ={a+byp : a,beQ}.

(d) Inverso multiplicativo:
a

7. [Q[y/p] : Q] = 2, pois 1, /p ¢ uma base de Q[,/p] sobre Q.
De fato,

(a+byp)™ = —

b
a 2_a2_pb2\/75

(a) Geradores: Todo elemento de Q[,/p] se escreve na forma
a+by/p=al+b./p.
(b) Independéncia linear: Da unicidade da expressao

a+b,/p segue que a +b,/p =0 a=>b=0.
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Daqui por diante, se F[Z] é o anel quociente F[z]/(p(z)),
usaremos o grau de p(z) para determinar o grau da extensao.

Em simbolos: [F[Z] : F] = n = deg p(x) ( ver exemplo 6.1).

8. Em Zs[z], p(x) = x? + x + 1 é irredutivel. Segue as carac-

teristicas do corpo Zo|Z] = Zs[x]/(2? + x + 1):
(a) Elemento genérico:
a + ba

como?+a+1=0,istoé, e’ =—-a—-1=a+1. A

expressao acima ¢é tnica.

(b) Operagoes:

Adicgao:
(a+ba)+ (c+da) = (a+b) + (c+ d)a
Multiplicagao:
(a4 ba).(c+da) = ac+ (ad+ bc)a + bda?

= ac+ (ad+ bc)a+ bd(a+ 1)
= (ac+ bd) + (ad + bc + bd)o

(c¢) Inverso multiplicativo:
(a+ba)™t = (a+b)+ba

(d) [Zala] : Zs) = deg (22 + 2+ 1) = 2. Logo, Zs[a] é um
corpo com 4 elementos.
OBS 7.1. Em geral, se p(z) ¢é irredutivel em Z,[x], p
primo, entao Zy[a] = Zy[z]/(p(z) é um corpo de carac-

teristica p com p™ elementos.

9. Seja F = Q e p(z) = 2% — 2 irredutivel em Q] (Eisenstein,

p = 2). As caracteristicas basicas do corpo Q[z]/(x3 —2) sdo:
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(a) Elemento genérico:

(d)

a + bo 4 ca?
com a® —2 =0, isto ¢, a® =2 (@ = 7). A expressio
acima ¢ tnica.
Operagoes:

Adigao:

(a1 4 bia+ c1a?) + (ag + bya + c30?) =

(a1 + az) + (b1 + ba)a + (1 + c2)a?
Multiplicagao:

(a1 + b+ cloz2)(a2 + boax + 02a2) = 7(a)

onde r(z) € Q[z] é o resto da divisao do produto

(a1 + bz + c12?)(ag + box + c22?) por 22 — 2.

Inverso multiplicativo: Dado g(a) = a+ba+ca? € Q[a]
considere o polinémio g(x) = a+bx+cz? € Q[z]. Pode-
se mostrar que MDC(z3 — 2,g(x)) = 1, (mostre isto
usando o fato de 2% — 2 ser irredutivel em Q[z] e deg
g(z) < deg 23 — 2). Pelo teorema de Bezout, existem

a(x),b(z) € Q[z] que verificam a igualdade
a(z)g(z) +b(z)(z® —2) =1

Passando as classes e lembrando que T = «, obtemos
a(a)g(a) = 1 donde a(a) = g(a)~? (isto resolve a ativi-

dade 6.7).

[Qle] : Q] = deg (2* - 2) = 3.
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7.4 Fatos

1. Multiplicatividade dos graus: Se FF C K e K C L sao exten-
soes finitas entdo F' C L ¢é finitae [L: F] = [L: K][K : F].

2. Sejam K, L extensdes finitas do corpo F e ¢ : K — L um
isomorfismo de corpos tal que ¢(c) = ¢ para todo ¢ € F.

Entao, [K : F] =[L: F].

3. Seja F' um corpo e seja p(x) € F[z] um polindémio irredutivel

sobre F[x]. Entao,

(a) Existe uma extensao K de F' contendo uma raiz de p(x).

(b) Suponha K uma extensdo de F' contendo uma raiz «
de p(x). Seja F(«) o subcorpo de K gerado por F e a.

Entao,

4. Seja K uma extensao de F' e o € K. Sao equivalentes as

afirmagoes abaixo a respeito de um polinémio p(z) € Fx|:

(a) p(x) gera o nucleo do homomorfismo ¢, : Flz] — Fla],

f(@) = fla).

(b) p(z) é irredutivel em F[x] e tem a como raiz.
(¢) p(z) é o polinémio de menor grau em F'[x] tendo o como

raiz.

OBS 7.2. Se ¢(z) € F[z] é um outro polindémio em F[z]
satisfazendo uma das condigoes acima entao (q(z)) = (p(z))
donde g(x) ~ p(x). Assim, existe um tinico polinémio moénico
nesta classe de polindmios associados satisfazendo tais
condi¢oes. Este polinémio, denotado por mq, r(x), é chamado

polindémio minimo de a.
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5. Sejam K uma extensao de F' e o € K algébrico sobre F' com

polinémio minimo mg, r(z) € Flz] de grau n. Entao,

(a) F(a) = Fla] = Flz]/(ma,r(2)).

(b) {1p,a,a?,--- ,a" 1} é uma base de F(a) sobre F.

7.5 Exercicios Resolvidos

A menos que seja dito o contrario, K é uma extensao do corpo F.

1. Prove o fato 1: FF C K e K C L finitas = F C L finita e
[L:F]=[L:K]|K:F].

Solugao: Suponha [L : K] =ne[K : F| = m. Por defini¢ao
de grau, seja

a={aq,...,an}
uma base de L sobre K e seja
B={b1,...,0m}
uma base de K sobre F'. Considere o conjunto
y={afj:1<i<n,1<j<m}CL

com nm elementos. Basta mostrar que 7 é uma base de L

sobre F'.

i) 7 é um conjunto de geradores de L sobre F: Seja u € L.
Por definicao de base, existem escalares a1,...,a, € K

tais que

u=aqaia]+- -+ apon, (7.7)
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Desde que B é base de K sobre F e aj,...,a, sao :
elementos de K entao, para cada ¢ = 1,...,n, existem
escalares by;, ..., by € F tais que

ap = bubi+--bimbm

ay = bafi+ - bomfBm

an = bnlﬁl + - bnmﬁm

Substituindo as igualdades acima na igualdade 7.7 obte-

mos

u = (bufi+-+bimbp)ar+ -+

= (bnlﬁl +- bnmﬁm)an

= Z bijaiﬂj.

1<ign,1<j<m

ii) 7 é um conjunto linearmente independente: Seja dada

uma combinagao linear nula

Z bijalﬂj =0

1<i<n,1<j<m

com b;; € F'. Podemos escrever a igualdade acima na

forma:

(b1181+ - +bimBm) a1+ -+ (b1 B1+ - ~+bpmBm)an = 0.

em que b;101 + -+ bimfBm € K paratodoi=1,...,n.

Mas, o, ..., o, sao linearmente independentes sobre K
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donde
biifi+ - -bimbBm = 0
ba181 + - bemBm = 0
bnlﬁl + - bnmﬂm = 0
com b;; € F'. Como f1,..., By sao linearmente inde-
pendentes sobre F' segue que b;; = 0 para todo ¢ =
0...,neparatodoj=0,...,m.

2. Seja {E; : i € I'} uma familia de subcorpos de um corpo K.

Mostre que a intersecao N;erE; € um subcorpo de K.

Solugao: Os elementos O e 1x estdo em cada E;, 1 € I,
por definicao de subcorpo. Logo, Ogx,1x € NierE;. Dados
a,b € NierE;, por definicao de intersegdo, a,b € FE; para
todo i € I. Logo, a £ b,ab,a_; (se a # 0) estdao em cada
E; para todo i € I donde também estao em N;crF;. Como
NicrE; C K, K corpo, entao N;crE; nao possui divisores de

zero. Assim, N;crF; é corpo.

. Se u € K mostre que F(u") C F(u).

Solugao: Por definigao, F(u™) é o menor corpo contendo F'

n

e u". Como F(u) ¢ o menor corpo contendo F' e u segue

que F'(u) contém F' e toda poténcia u". Por minimalidade,

F(u") C F(u).

. Sev e K ece F, mostre que F(c+v) = F(v) = F(cv).

Solugao: Por defini¢ao, F(c+ v) contém F' e ¢ + v. Temos

v=c+v—c€ F(ct+w) desde que ¢,c+v € F(c+v). Assim,
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F(c + v) é um corpo contendo F' e v. Por minimalidade, 7
F(v) C F(c+ v). Por outro lado, F'(v) contém ¢ e v donde

c+v € F(v). Dai, F(c+v) C F(v) por minimalidade. Logo,

F(c+v) =F(v).

. Mostre o fato 2: Sejam K, L extensoes finitas do corpo F' e
¢ : K — L um isomorfismos de corpos tal que ¢(c) = ¢ para

todo ¢ € F. Entao, [K : F] = [L: F].

Solugao: Com a hipétese ¢(c) = ¢ para todo ¢ € F, ¢ pode
ser considerado como um isomorfismo de espacos vetoriais.
Assim, L e K sao espagos vetoriais sobre F' isomorfos. Logo,

tém a mesma dimensao.

. Mostre que Vi — /2 € C é algébrico sobre Q.

Solugao: Denotando o = v/i — v/2 e eliminando os radicais
mostra-se que

a®—2a*—3=0.

Assim, f(z) = 2% — 22% — 3 € Q[z] ¢ ndo nulo e
f(Wi—Vv2) = f(a)=a®—-2a"-3=0.

. Se u,v € K e u+ v é algébrico sobre F' mostre que u é

algébrico sobre F'(v).

Solucao: Por definicdo de elemento algébrico, existe um
polinémio f(x) € Flz], nao nulo, tal que f(u + v) = 0.
Seja f(x) =ap+az+---+ 2", a; € F en >0 (podemos

supor f(z) monico). Entao,
flutv)=ao+ar(u+v)+-+(u+v)"=0.
Efetuando as operagbes na equagdo acima obtemos

flu+v)=f) +bju+ - +bpu™ +u" =0
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em que f(v),b1,...,bp—1 € F(v). Assim,
g@) = f)+ b+ +by_12" " + 2" € F(v)[z]
¢ nao nulo e tem u como raiz. Logo, u é algébrico sobre F'(v).

8. Prove o fato 3: Seja F' um corpo e seja p(z) € Flx] um

polinémio irredutivel sobre F[z]. Entao,

(a) Existe uma extensao K de F' contendo uma raiz de p(z).

(b) Suponha K uma extensao de F' contendo uma raiz «
de p(x). Seja F'(«) o subcorpo de K gerado por F' e a.
Entao,

Fa) = Flz]/(p(2))-

Em particular, F(a) = Fla].
Solugao:

i) Se p(z) € F[x] é irredutivel entdao K = Flx]/(p(z)) é
uma extensao de F' (pois F' C K) na qual o elemento
a =T éraiz de p(z) € Flz] C K|[z].

i) A fungao ¢, : Flz] — K, ¢o(f(z)) = f(a), define
um homomorfismo em que p(z) € Ker ¢,. Sendo p(z)
irredutivel, o ideal (p(z)) C F[z] é maximal e (p(z)) C
Ker ¢, C Flz]. Como Ker ¢, C F[z] (as constantes

nao pertencem ao nicleo) segue da maximalidade de
(p(z)) que Ker ¢, = (p(x)). Assim,
Flz]/(p(z)) = Im ¢q
= Fla]
= {ao+an+ - +ana 1a; € F}
= {ao+aa+ - +ap_1a" "

a; € F, n= deg p(z)}
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(com tal expressao na ultima igualdade tnica). Mas, :
F(a) & corpo e contém F' e a. Logo, contém todo
elemento na forma ag + a1 + - - - + an_1a™ . Assim,

Fla] C F(«). Por outro lado,

Fla] = Flz]/(p(x))

é corpo contendo F' e a. Pela defini¢do de F'(«) como

menor corpo contendo F e « temos F(a) C Fla]. As-

sim, (o) = Fla] = Flz]/(p(x)).

9. Prove o fato 4: Seja K uma extensdo de F' e a € K. Sao

equivalentes as afirmacoes abaixo a respeito de um polinémio

p(z) € Flx|:

(a) p(x) gera o nucleo do homomorfismo ¢, : Flz] — Fla],
f(@) = ea(f(2)) = f).

(b) p(z) é irredutivel em F[x] e tem a como raiz.

(¢) p(z) é o polinémio de menor grau em F'[x] tendo av como

raiz.
Solugao:

(i) & (ii) Por hipdtese, Ker ¢, = (p(x)). Por defini¢ao de
nicleo, p(a) = 0. Pelo teorema fundamental do iso-
morfismo, Flz]/(p(z)) =& Fla] C K. Assim, o anel
quociente F[z]/(p(x)) é subanel do corpo K, logo é
dominio. Isto mostra que o ideal (p(x)) é primo donde
p(z) é irredutivel.

(ii) < (iii) A hipotese p(x) irredutivel em F[z] implica
(p(x)) ideal maximal em F[z]. A hipotese p(a) = 0
implica

(p(x)) C Ker p C Fz].
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Isto mostra que (p(z)) = Ker ¢,. Deste modo,
fla) = 0 = f(z) € Ker po = (p(x))
f(x) = g(x)p(z), para algum g(z) € Fla]
deg f(z) = deg p(z).

(iii) = (i) Seja Ker ¢, = (g(x)). Entao, p(a) = 0 =

=
=

p(z) € Ker o = p(z) = q(z)g(z) para algum g(z) €
Flz] = deg p(z) > deg q(z). Mas, ¢(x) tem a como
raiz e p(z) é o polinémio de menor grau tendo o como
raiz. Logo, deg g(x) > deg p(x). Assim, deg g(x) = deg
p(z) e temos deg g(x) = 0. Logo, p(z) ~ ¢q(x) donde
(p(z)) = (q(z)) = Ker .

Prove o fato 5: Sejam K uma extensao de F' e a € K al-
gébrico sobre F' com polindémio minimo mq p(x) € F[z] de
grau n. Entao,
i) F(a) = Flo] = Flz]/(ma,r(z)).
ii) {1p,a,a?,---,a" 1} é uma base de F(a) sobre F.
iii) [F(«a): F] =n.
Solucgao:
i) Segue da implicagao (iii) = (i) no fato 4.
ii) Foi provado na observagao 6.1 da aula 6.

iii) Definigdo de grau de uma extensao e do item anterior.

Determine [Q(v/2) : Q).

Solugao: O polindomio 25—2 € Q[z] & irredutivel (Eisenstein,
p = 2) e tem /2 como raiz. Entao, m s (@) = 25 —2 donde
(Q(Y2) : Q] = deg m g5 o) = 6.

12. Determine o polinémio minimo de V2 +1i sobre Q e sobre R.
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13.

Solugao: Denotando o = v/2 + i e eliminando os radicais

obtemos

at =202 +9=0.

Se p(z) = 2t — 222 + 9 € Q[z] entdo p(a) = 0. As possiveis
raizes racionais de p(z) sdo +£1,4£3 £9. Mas, p(£+1) = —10,
p(£3) = 54 e p(+£9) = 6.390. Deste modo, p(x) pode ser
fatorado em Q[z] somente como um produto p(z) = (22 +
azx+b)(z? +cx+d) com a,b,c,d € Q. Tal igualdade acarreta

nas equacgoes:

at+c = 0 (7.8)
b+ad+d = -2 (7.9)
ad+bc = 0 (7.10)
bd = 0. (7.11)

As equagdes 7.8 e 7.10 implica a(d — b) = 0 donde a = 0 ou
d = b. Se a = 0 obtemos, usando as equagoes 7.9 e 7.11, a
equacao quadratica b? +2b—9 = 0 cujo discriminante é A =
40. Logo, nao possui solugoes racionais. Por outro lado, se
b = d, obtemos b*> = —9. Assim, o sistema acima nao admite
solugoes racionais e, portanto, p(x) é monico e irredutivel em
Q[z]. Entdo ma o(z) = 2% — 222 +9. Vejamos sobre os reais.
Como acima, o = /2 +1 implica a® —2v/2a+3 = 0. Assim,
p(z) = 22 — 2¢/22 + 3 € R[z] e tem discriminante A = —4.
Logo, p(z) € Rlz] é moénico e irredutivel sobre R[z] donde

mar(z) =22 — 21/22 + 3.

Seja a € K um elemento algébrico sobre F' de grau impar.

Mostre que F(a) = F(a?).
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Solugao: Suponha F(a) # F(a?). Desde que F(a) = F(a?)
se e somente se a € F(a?) temos a ¢ F(a?). Entdo, o
polinémio quadrético 22 —a? € F(a?) é moénico e tem raizes

2

+a nao pertencentes a F(a?). Isto implica 22 —a? irredutivel

sobre F(a?)[z]. Logo, mg p(a2)(2) = 22 — o® e, portanto,

[F(a): F(a?)] = 2. Dai,

donde [F(a) : F] é par, contradigao.

7.6 Conclusao

A estrutura de espaco vetorial subjacente & uma extensao de corpos
¢ fundamental no estudo de extensoes de corpos. Destaca-se a
noc¢ao do grau de uma extensao. Tal nocao juntamente com a de

polinémio minimo nos fornece toda a estrutura de uma extensao

simples.

RESUMO

Seja F' C K uma extensao de corpos.

Grau da extensao F C K:

[K : F] = dimpK (dimensao de espagos vetoriais).

Multiplicatividade dos graus:
FCKeKCLfinitas= [L: F|=[L: K|[K : F].

Caracterizagao do polinédmio minimo:

Seja a € K algébrico sobre F' e considere o homomorfismo

p: Fla] = K, f(z) — f(a)
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Dado p(z) € Flx], tem-se: :

p(x) =mqer(x) < Kerp=(p(z))

& p(x) irredutivel e p(a) =0

Estrutura de uma extensao algébrica simples:
Sejam K uma extensao de F' e a € K algébrico sobre F' com
polinémio minimo mq, r(z) € Fz] de grau n. Entao,

a) F(a) = Flo] = Flz]/(ma,r(z)).

b) {1p,a,a?,--- ,a" 1} é uma base de F(«) sobre F.

¢) [F(a): F]=n.

PROXIMA AULA

Estudaremos a nocao de extensoes de isomorfismo. Sera de muita
utilidade na determinacao do grupo de Galois de uma extensao de
corpos. No momento, serd contextualizada para dar uma condicao

suficiente para caracterizar isomorfismo entre duas extensoes sim-

ATIVIDADES b

ATIV. 7.1. Mostre que [K : F] =1 se e somente se K = f.

ples.

ATIV. 7.2. Mostre que {1,Z} ¢ uma base de Zs[x]/(z* + x + 1)

sobre Zs.

ATIV. 7.3. Se F, K, L sao corpos tais que F C K C L e [L: F]|
¢ finita, mostre que [K : F| é finita e [K : L] < [L : F].
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ATIV. 7.4. Se [K : F| = p, p primo, mostre que nao existe corpo
Ftalque FC EFC K.

ATIV. 7.5. Mostre que Q(2 — 3i) = Q(1 + 7).
ATIV. 7.6. Determine [Q(V/7) : Q.

ATIV. 7.7. Se L é um corpo tal que F C K C Lewv € L ¢&

algébrico sobre F', mostre que v é algébrico sobre K.

ATIV. 7.8. Determine o poliné6mio minimo de cada elemento a

seguir sobre o corpo especificado:

a) V145 sobre Q.
b) v/3i + /2 sobre Q.
¢) V2 +i sobre Q.

d) /2 + i sobre R.

e) V/5 sobre Q(v/3).

ATIV. 7.9. Se K é uma extensao de corpo de Q de grau 2, mostre
que K = Q(V/d) para algum inteiro livre de quadrado d (livre de

quadrado significa d nao divisivel por p? para todo primo p).

LEITURA COMPLEMENTAR

GONCALVES, Adilson, Introdugéo a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.
HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.
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Extensao de um
Isomorfismo

META:
Obter uma condicao suficiente para duas extensdes simples serem
isomorfas e elaborar um método para construir automorfismos de

uma extensao fixando o corpo base.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

Definir extensao de um isomorfismo.

Usar o critério sobre polindmios minimos para determinar se duas
extensoes simples sao isomorfas.

Aplicar o método descrito na aula para construir automorfismos

de uma extensao finitamente.

PRE-REQUISITOS
A nogao de isomorfismo de corpos e polinémio minimo e o fato 5

da secao 7.4.
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8.1 Introducao

Dada uma func¢ao f : A — B e um subconjunto C' C A, a restri¢ao
de f ao conjunto C ¢ a fungdo f|, : C'— B definida por f|,(z) =
f(x) para z € C. Seja ¢ : F — E um homomorfismo de corpos
e sejam A, B anéis tais que F' C A, £ C B. Um homomorfismo
1 : A — B ¢é dito uma extensao de ¢ (ou que ¢ estende-se a 1) )
se ¢|F =y

Se ¢ : F' — E & um homomorfismo (isomorfismo) de corpos entao

a aplicacao

¢ : Fla] — Ela]
definida por
@lao + a1z + -+ + anz”) = p(ao) + p(ar)z + - - - + p(an)z"

define um homomorfismo (isomorfismo) de F[z] em E[z] (vocé
consegue verificar isto?). Além disso, se ¢ € F C Flz] entdo
&(c) = p(c) e, consequentemente, ¢ é uma extensao de . Em
outras palavras, todo homomorfismo (isomorfismo) ¢ : F — FE
estende-se & um homomorfismo (isomorfismo) ¢ : Flz] — E|x]

definido por
Plao + a1z + -+ + anz™) = p(ao) + plar)z + -+ + p(an)z".

Nesta aula, mostraremos que a igualdade entre os polinémios
minimos de dois elementos algébricos sobre um mesmo corpo acar-
reta isomorfismo entre as extensoes simples geradas pelos mesmos.
Veremos que esta condig¢ao de igualdade entre polinémios minimos,
para ocorrer isomorfismo, é o caso particular para se estender o au-

tomorfismo identidade.
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8.2 mgr(r) =mpgr(r) = F(a) = F(0) 8

Sejam L e K duas extensoes de um mesmo corpo F' e sejam o € L
e 8 € K elementos algébricos. Se mq, p(x) = mgr(x) entao, do

fato 5 da segiio 7.4, tem-se
F(a) = Fla] = Flz]/(ma(2)) = Flz]/(mg(x)) = F[8] = F(8).
Podemos mostrar ainda que existe um isomorfismo
@ F(a) — F(B)

satisfazendo as condigoes p(a) = [ e ¢(c) = ¢ para todo ¢ € F.
De fato, o isomorfismo identidade sobre F', aqui denotado por I,
se estende & um isomorfismo I sobre F[z]. Considere o diagrama

de homomorfismos

Flo) & Flo) & Fla)/(mpr(z) = F(8)

7 7
F = F

Entao, o homomorfismo composi¢ao Womo I é sobrejetivo (com-

posi¢ao de homomorfismos sobrejetivos) e
Vomolp(f(z) =0 f(B) =0 f(x) € (mpr(x))
Mas, (mg,r(z)) = (ma,r(x)) donde
Yoo fF(f(x)) =0< f(x) € (Mma,r(z))
Assim, Ker W oo Ip = (mg,r(z)). Denotando
J = Ker (Vorolr)=(mar(z)),
segue, pelo teorema fundamental do isomorfismo, que a aplicacao

O : Flz]/J — F[A]
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definida por

O(f(x)) = Womo Ip(f(z)) = ¥on(f(z)) = ¥(f(x)) = f(B)
define um isomorfismo. Temos os seguintes isomorfismos
F(a) & Flz]/J = FB).

Entao,

Qont:F(a) = F(B)

é um isomorfismo tal que © o 77 1(f(a)) = O(f(z)) = f(B). Em
particular, ©@ o 7~ (a) = 3 e © o7 !(c) = ¢ para todo c € F.

1 3
Exemplo 8.1. Considere a = v/2 € Re 3 = \3@(—5 + \2[2) €
1 3
C. Note que w = —= + £z é uma raiz cibica complexa da

2 2
unidade, pois w = cos 120° + sin 120° = e

e, portanto, w? = €2™ = 1. Assim, 33 = (V2w)? = \3/53(4)3 =

2.1 = 2. Entdo, a e 8 sdo raizes do polinémio z3 — 2 € Q|x].

2mi/3 (formula de Buler)

Como 23 — 2 é irredutivel em Q[z], a e B tém polindmios minimos

iguais sobre Q[z]. Pelo resultado acima, existe um isomorfismo

¢ QYD) - QYA + L)

tal que p(a) = B e p(c) = ¢ para todo ¢ € Q (extensao da identi-
dade sobre Q).

8.3 Extensao de isomorfismos para extensoes
simples
Segue uma generalizacao do resultado acima.

Teorema 8.1. Seja ¢ : F — F' um isomorfismo de corpos e K, K’

extensoes de F' e F', respectivamente. Seja o € K algébrico sobre
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F com polinémio minimo mq,p(z) € Flz] e o’ € K' algébrico sobre 8
F" com polinomio minimo my pr € F'. Seja ¢ : Flz] — F'[z] a
extensao de ¢ como acima. Se §(mq p(x)) = my pr(z) entio
existe um isomorfismo o : Fla] = F'[o/] estendendo ¢ tal que

ola) =da.
Prova: Assim como na sec¢do anterior, o isomorfismo ¢ estende-se

A um isomorfismo

¢ : Flx] — F'[z].

Observe que F'z]/(¢(ma,r(x)) = F'lz]/(my (x)) = F'(d),
pois @(mq, r(x)) = my pr(x) por hipotese. Temos o seguinte dia-

grama de homomorfismos

Flo] & Fla] 5 Flal/(@(mer(z) = F(o)
T T
F 2 F

onde

A composigdo acima é um homomorfismo sobrejetivo, pois com-

posicao de homomorfimos sobrejetivos é homomorfismo sobreje-
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tivo. Além disso,

Voo (f(z)) =0

R
= = & & 5 5 %

Usamos acima o fato de ¢ ser isomorfismo. Denotando ©® = Woro
@, temos Ker © = (mq,r(z)). Assim, pelo teorema fundamental

do isomorfismo, a aplicacao

O : Fla]/(mq,r(z)) — F'(d/)

dada por O(f(z)) = O(f(z)) = (¢(f))(a’) define um isomorfismo.
Temos entao os seguintes isomorfismos:

F(a) & Flz]/(me.p(z)) S F'(o).

Assim,

Qont:F(a) = F'(d)
é um isomorfismo tal que © o 77 1(f(a)) = O(f(z)) = (¢(f)) ().
Em particular, ©® o 77}(a) = o/ e © o 77 !(c) = p(c) para todo
ce F. O

OBS 8.1. Daqui por diante, usaremos o diagrama

~

o: Fla) = F'(d)
i T
0: F 5 F
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para representar o teorema acima. Nestes termos, o resultado 8
F(a) =2 F(B) sempre que mq(x) = mg(z), obtido na segao an-
terior, € um caso particular do teorema acima e tem sua represen-

tagao pictorica dada por

o: Fla) 5 F'(d)
T T

~

Ir: F =S F’
onde Ir denota o isomorfismo identidade em F'.

OBS 8.2. Uma extensao da identidade ¢ : Q — Q serad chamada
um Q-homomorfismo, Q-isomorfismo ou Q-automorfismo conforme
seja um homomorfismo, isomorfismo ou automorfismo, respectiva-

mente.

Exemplo 8.2. Sejam p, g € Z primos positivos. Mostre que existe
um Q-automorfismo 7 : Q(/p, v/q) — Q(\/p, \/q) tal que 7(\/p) =
—/Pe7(\/q) =1

8.4 Conclusao

Estender isomorfismos de corpos perante a analise de polinémios

minimos é prético e serd de muita utilidade na teoria de Galois.

RESUMO

e Todo homomorfismo (isomorfismo) ¢ : F' — E estende-se a
um homomorfismo (isomorfismo) ¢ : F[z] — FElx] definido

por

Plao + a1z + -+ +anz") = plao) + p(ar)r + - - - + p(an)2”.
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o mor(z) = mprp(z) = Fla) = F(B).

e Seja ¢ : ' — F’ um isomorfismo de corpos e K, K’ ex-
tensoes de F' e F’, respectivamente. Seja o € K algébrico
sobre F' com polindémio minimo m, p(z) € Flz] e o/ € K’ al-
gébrico sobre F’ com polinémio minimo my g € F’. Seja ¢ :
Flz] — F'[z] a extensao de ¢ como acima. Se ¢(mq, p(x)) =
Mo (z) entdo existe um isomorfismo o : Fla] = F/[o/]

estendendo ¢ tal que o(a) = /.

PROXIMA AULA

Estudaremos extensoes algébricas. Relacionaremos os tipos de ex-
tensoes com extensoes algébricas sempre buscando condi¢des su-
ficientes para caracterizar quando uma extensao dada é algébrica

sobre o corpo base.

ATIVIDADES

Durante as atividades a seguir, K é uma extensao do corpo F.

ATIV. 8.1. Seja 0 : F — E um isomorfismo de corpos, f(z) €

Flx] e 0 : Flzx] — E[x] o isomorfismo induzido por . Mostre que:

i) deg f(z) = deg o(f(x)).

ii) f(z) irredutivel se e somente se o(f(x)) irredutivel. item]iii)]
Sejam K e L extensoes de F' e F, respectivamente. Se & :
K — L é uma extensdo de 0 e « € K ¢ uma raiz de f(z)

mostre que 6(«) € L é uma raiz de o(f(z)).
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ATIV. 8.2. Mostre que existe um automorfismo o : Q(v/3) —
Q(v/3) tal que o(v/3) = —v/3 e o(c) = ¢ para todo cinQ.
ATIV. 8.3. Mostre que existe o isomorfismo o obtido na ativi-

dade anterior estende-se & um Q-automorfismo 7 : Q(v/3)(v/5) —
Q(v3)(v/5) tal que 7(v/5) = V/5.

8

ATIV. 8.4. Mostre que existe um Q-automorfismo 7 : Q(v/3,v/5) —

Q(v3,V/5) tal que 7(v/3) = —v3 e 7(v/5) = —V/5.

ATIV. 8.5. Mostre que existe um Q-automorfismo 7 : Q(v/2,1) —
Q(v/2,1) tal que 7(v/2) = V2 e 7(i) = —i.

ATIV. 8.6. Mostre que existe um Q-automorfismo 7 : Q(v/2,4) —
Q(v2,i) tal que 7(v/2) = —v2 e (i) = i.

ATIV. 8.7. Mostre que existe um Q-automorfismo 7 : Q(v/2,1) —
Q(v2,1) tal que 7(v2) = —v2 e 7(i) = —i.

LEITURA COMPLEMENTAR

DUMMIT, David S., FOOTE, Richard M. Abstract Algebra. John
Wiley and Sons, 3.ed., USA, 2004.
GONCALVES, Adilson, Introdugao a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.
HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.
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Extensoes algébricas

META:
Determinar condigoes necessarias e/ou suficientes para caracteri-

zar extensoes algébricas.

OBJETIVOS:
Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

Reconhecer se uma dada extensao é algébrica.

PRE-REQUISITOS
As seguintes definicGes sobre extensoes: algébrica, finita, finita-

mente gerada.



Extensoes algébricas

9.1 Introducao

Para sua maior comodidade, seguem as definicoes usadas nesta

aula.

O Grau de uma extensao F' C K ¢é a dimensao de K como
espago vetorial sobre F'. Notagao: [K : F.

Extensao finita := extensao de grau finito.

F C K é dita finitamente gerada := existem uj,...,u, € K

tais que K = F(ug,...,u).

a € K ¢é algébrico sobre F' := existe f(z) € F[z], f(z) # 0, com
fla) =0,

F C K algébrica := todo elemento de K é algébrico sobre F'.

Todo corpo F' é algébrico sobre si mesmo. De fato, para todo
a € F, o polinémio f(z) =2 —«a € F[z] é ndo nulo e tem a como
raiz.

Esta aula é para relacionar os trés tipos de extensoes de corpos:
finita, finitamente gerada e algébrica. A relacdo buscada aqui é
de implicagao, isto é, quem implica em quem. A implicacao finita
= algébrica é a fundamental. Desta seguirao as outras. Por ex-
emplo, finitamente gerada por elementos algébricos = algébrica.
A reciproca algébrica = finita nao vale em geral. O que vale é a
equivaléncia algébrica + finitamente gerada < finita.
Aproveitando o contexto do estudo de extensoes algébricas, definire-
mos o fecho algébrico de um corpo F sobre um corpo K e mostraremos

que o conjunto, assim considerado, admite a estrutura de corpo.
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9.2 Finita = algébrica

Seja K uma extensao finita de grau n. Por definigdo de grau, a
dimensao de K como um espaco vetorial sobre F' é n. O con-

2 ...,a" tem n + 1 elementos e, portanto, tem car-

junto 1, o, «
dinalidade maior que a dimensao de K sobre F. Entao é linear-
mente dependente. Por definicdo de dependéncia linear, existem

ap,ai,...,a, € F, ndo todos nulos, tais que
ao.l +ar.a+---aa” =0.

Logo, f(z) = ap + a1x + - - - + apz™ € F[x] é nao nulo (por qué?)
e tem « como raiz. Assim, todo elemento o € K é algébrico sobre

F'. Por definicdo, K ¢é algébrico sobre F'.

Teorema 9.1. Toda extensdo finita € algébrica. [

9.3 Finitamente gerada = algébrica ?

Seja F'(aq,...,q,) uma extensao finitamente gerada de um corpo
F. Se um dos «;’s é transcendente sobre F' entao F(ai,..., ) é
infinita sobre F' (por qué?). Assim, a implicagdo s6 tem sentido
quando ay, ..., q, sao algébricos sobre F'. Neste caso, a resposta

¢é afirmativa.

Teorema 9.2. Se K = F(aq,...,q,) € uma extensao finitamente
gerada de F' por elementos algébricos aq,...,a,, entao K é uma

extensdo algébrica finita de F.

Prova: Pela secao anterior basta provarmos a finitude. Usaremos
indugao em 7. Se r = 1 entdo K = F(aj) com «aq algébrico sobre
F. Entao, [F(ai : F] = deg mq r(x), logo finita. Suponhamos

toda extensao finitamente gerada por r — 1 elementos algébricos
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sobre F finita e consideremos K = F(ai,...,q,) com ai,...,q,
algébricos sobre F. Por hipotese indutiva, F(a1,...,a,—1) ¢ finita
sobre F. Por outro lado, a; algébrico sobre F' implica «a; al-
gébrico sobre L = F(ay,...,a,—1). A extensdo simples L(a,) =
(F(ai,...,ar—1))(ay) = K ¢é entdo finita sobre L. Temos entao
F C L C K com K finita sobre L e L finita sobre F. Pela multi-

plicatividade dos graus, K é finita sobre F. O

9.4 Finita < finitamente gerada e algébrica

A secdo anterior mostra que finitamente gerada e algébica = finita.

Esta secao trata da reciproca a esta implicagao.

Teorema 9.3. F C K finita & F C K finitamente gerada e

algébrica.

Prova: A condigao necessaria foi provada na se¢ao anterior. Resta
provar a condicao suficiente. Suponha F' C K finita de grau r.

Sejam a7, ..., q, uma base de K sobre F'. Temos
FcCFa,...,ap) CK

com K finita sobre F. Entao, F' C F(ai,...,q,) ¢ finita e vale a

igualdade
[K:F|=[F(a1,...,a,): F][K : F(aq,...,q)]

donde
[K:F]=r>[F(ai,...,ap): F].

Mas, ai,...,a, € F(aq,...,a,) sdo linearmente independentes

sobre F', logo
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Assim, [F(ay,...,qap) : F]=r =[K : F]. Logo,
r=r[K:F(a,...,a)]

donde [K : F(ay,...,a.)] = 1 e, portanto, K = F(aq,..., ).
1.

9.5 Transitividade

A nocao de extensao algébrica é transitiva.

Teorema 9.4. Se FF C K C L sao extensoes de corpos com L
algébrica sobre K e K algébrica sobre F' entao L € algébrica sobre

F.

Prova: Seja o € L. Por hipotese, L é algébrico sobre K. Assim,
« € algébrico sobre K. Por definigao de elemento algébrico, existe
um polindémio f(z) = apmx™ + -+ 4+ a1z + ag € K[x], ndo nulo,
tal que f(a) = apa™ + -+ a0+ ap = 0, a; € K. Desde que
ag,...,am € L = F(ag,...,am), a & algébrico sobre L. Assim,
F Cc L C L(a) com L(«) finita sobre L. Mas, L ¢ finitamente
gerada sobre F' por elementos algébricos. Pela secao anterior, L
é finita sobre F. Pelo teorema da multiplicatividade dos graus,
L(«) é finita sobre F'. Pelo teorema 9.1, L(«) é algébrica sobre F
donde « é algébrico sobre F'. Desde que temos considerado a € K

arbitrario segue que K é algébrico sobre F. O

9.6 O corpo dos elementos algébricos

Seja F' C K uma extensao de corpos. Denotemos por Fx o con-
junto dos elementos de K algébricos sobre F. Temos F C F, pois

F C K e todo elemento de F ¢é algébrico sobre F. Se o, 3 € Fg
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entdo a e 3 sdo algébricos sobre F, por definicao de Fg. Entao,
F C F(a, ) é uma extensao algébrica. Como F(a, ) é corpo,
temos a + 8, a.3, —a, —3 € F(a,3) C Fk. Do mesmo modo, se
a é nao nulo entdo a~! € F(a,3) C Fg. Assim, Fg é fechado
sob adicao e multiplicagao bem como sob inversos aditivos e mul-
tiplicativos. Logo, Fg é corpo. Este corpo é chamado de fecho

algébrico de F' em K ou relativo ao corpo K.

9.7 Algébrica # Finita

Vamos conhecer agora um exemplo de uma extensao algébrica nao
finita. Considere a extensdao Q C C e seja Q¢ o fecho algébrico dos
racionais relativo aos complexos. Por definicdo, Q¢ ¢ o conjunto
dos complexos algébricos sobre Q. Os nimeros /2 € R € C séo
todos elementos de Q¢ com polindémio minimo m vao(®) =" =2
(Eisenstein, p = 2). Logo, [Q({/2) : Q] = n. Entdo, para todo
inteiro positivo k, Q C Q( ’“*{[)2 C Q¢ com [Q(*V2) : Q] =
k+1> k. Logo, [Q¢ : Q] > k qualquer que seja o inteiro positivo

k. Portanto, Q¢ é uma extensao algébrica infinita de Q.

OBS 9.1. Considere o corpo Qg = Q¢ N R dos nimeros reais
algébricos sobre Q. O corpo Q é enumeravel. Qualquer que seja o
inteiro positivo n, o namero de polinémios de grau exatamente n
¢ enumeravel (um polinémio de grau n é determinado unicamente
pelos seus n + 1 coeficientes em Q). Como um polinémio de grau

n tem no maximo n raizes, o conjunto

Qr(n) ={a €R : deg Ma,Qx) = n}

¢ enumeravel. Finalmente, Qr = U,>oQg(n) ¢ uma unido enu-
meravel de conjuntos enumeréveis e, portanto, é também enu-

meravel. Como R é ndo enumeravel, existem elementos reais nao
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algébricos, isto é, transcendentes sobre Q. Temos a inclusao prépria 9
Qg € R donde Qg € C. Segue também que R é uma extensdo in-

finita dos racionais.

OBS 9.2. Sabemos que m = 3,14159... e e = 2.71828... sdo
transcendentes sobre Q (a prova é nao triviall). Ver o livro do

Hardy (Leitura complementar) para uma introdugao ao assunto.

9.8 Conclusao

As extensoes algébricas finitamente geradas possuem uma estru-
tura algébrica bastante simples: sao espagos vetoriais de dimensao

finita.

RESUMO .E

Finita

Algébrica + Finitamente gerada

Contra-exemplos:
Algébrica # Finita: Qg sobre Q.
Algébrica # Finitamente gerada: Qg sobre Q.
Finitamente gerada # Finita: Q(7) sobre Q.

Finitamente gerada # Algébrica: Q(7) sobre Q.
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Transitividade

L L
) algébrica \

K — K ] algébrica
\ |
} algébrica /

F F
PROXIMA AULA

Voltaremos a ver o processo de adjuncao de raizes para construgao
do corpo de raizes de um polindémio. Mostraremos a existéncia de
tais corpos, a unicidade, e a caracterizaremos por meio de extensoes

finita e normal.

ATIVIDADES

ATIV. 9.1. Determine uma base de cada extensdo de Q dada

abaixo.
a) Q(V5,9).
b) Q(v2,V3,V5).
c) Q(V2,V3).
d) Q(v2+V3).

ATIV. 9.2. Se F' C K é uma extensao finita e o é algébrico sobre
K prove que [K(«a): K] < [F(«a): F].
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ATIV. 9.3. Suponha que «, 3 € K sao algébricos sobre F'. 9

a) Se deg mq r(x) = m e deg mg p(x) = n sao relativamente

primos (MDC(m,n) = 1)), mostre que [F(a, 3) : F] = mn.

b) Mostre, por meio de um contraexemplo, que a conclusao da

parte a) pode ser falsa se m e n ndo sao relativamente primos.

¢) Determine [Q(v/2, V/2) : Q).

LEITURA COMPLEMENTAR

DUMMIT, David S., FOOTE, Richard M. Abstract Algebra. John
Wiley and Sons, 3.ed., USA, 2004.

GONCALVES, Adilson, Introdugao a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.

HARDY, G. H., WRIGHT, E. M. An introduction to the theory
of numbers. 4.ed., Oxford University Press, 1960.
HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.
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Corpo de raizes 1 o

META:
Conceituar corpo de raizes de um polinémio sobre um corpo, de-
terminar sua existéncia e unicidade e caracteriza-lo por meio de

extensoes finitas e normais.

OBJETIVOS:
Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:
Determinar o corpo de raizes de alguns polindémios.

Reconhecer se uma dada extensao é normal.

PRE-REQUISITOS
As nogoes de extensao finita e finitamente gerada, o processo de
adjuncao de raizes e o teorema de extensao de isomorfismos para

extensoes simples.
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10.1 Introducao

Seja F' C K uma extensao de corpos e f(z) € F[z] um polindmio
nao constante. Vimos, na aula 06, que o anel quociente Fx]/I,
onde I = (f(x)), nos fornece um anel no qual o polinéomio f(x)
possui uma raiz, a saber . No entanto, F'[x]/I pode nao ser um
corpo. Sabemos que F[x]/I & corpo se e somente se o polindmio
f(z) é irredutivel sobre F[z]. O procedimento exibido na se¢ao 6.5,
chamado adjuncao de raizes, nos fornece um método para constru-
irmos a menor extensao de F' contendo todas as raizes de f(x).
Nesta aula, retomaremos este processo e mostraremos que o corpo,
assim construido, é inico a menos de um isomorfismo. Este corpo
é, por definigdo, o corpo de raizes de f(x) sobre F. Usaremos a
notagao SFr(f(x)) para denotar o corpo de raizes de f(x) sobre
F. Assim, dado f(z) € k[z], uma extensao K de F' é um corpo de

raizes de f(x) sobre F' se K satisfaz as seguintes condigoes:

i) f(z) decompode-se em K, isto é, f(z) = c(z—ay) - (x — )

para certos ag ...,q, € K.
i) K =F(ag,...,ap).

A caracterizacao do corpo de raizes de um polinémio é dada por
meio de uma nog¢ao bastante refinada em teoria dos corpos; a saber:
normalidade. Mostraremos que uma extensao é um corpo de raizes
de um polinémio se e somente se é finita e normal. Este sera nosso
grande resultado nesta aula e de extrema importancia na teoria de

Galois. Comecaremos com alguns exemplos a fim de fixar idéias.

10.2 Exemplos

Exemplo 10.1. O corpo de raizes de 22 — 2 sobre Q é o corpo

Q(V2), pois Q(z)/(2? — 2) 2 Q(V2) e —v2 € Q(v2).
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Exemplo 10.2. SFg(z2+1) = C desde que 22+1 = (z—i)(z+i) € 1 O
Clz] e C = R(i). Mas, SFy(z? + 1) = Q(i) # C.

Exemplo 10.3. SFy(z* — 722 + 10) = SFp((2? — 2)(z% - 5)) =

Q+V3, +v5) = Q(v2, VB).

Exemplo 10.4. SFr(ax + b) = F desde que ax + b = a(x + b/a)

com b/a € F.

10.3 Existéncia

Teorema 10.1. Seja F' um corpo e f(x) € F[z] um polindmio nao
constante de graun. Entao, existe um corpo de raizes de f(x) sobre

F, aqui denotado por SFr(f(x)), tal que [SFr(f(x)) : F] < nl.

Prova: (inducéo em deg f(z) = n). Se deg f(x) =1 entao f(z) =
ar +b com a,b € F, a # 0. Logo, f(z) = a(z — (—b/a)) com
—b/a € F. Como F = F(—b/a) segue entao que F = SFr(f(z))
e [F: F]=1<1lL O teorema é verificado para n = 1. Suponha
n > 1 e o teorema verdadeiro para polindémios de grau n — 1. Pelo
uso da fatoracao tnica em F[z] seja p(z) um fator irredutivel de

f(z) em F[z]. Sabemos que o anel quociente

onde =T é um corpo ((p(x)) é ideal maximal) contendo F' como
subcorpo e a como uma raiz de p(z). Desde que p(z) divide f(x)
segue que « é também raiz de f(x). Pelo teorema do fator, em
Fla][z], tem-se

f(@) = (x — a)g(x)
para algum g(x) € Fla][z] de grau n — 1. Além disso, da irre-

dutibilidade de p(x) segue que mq, r(x) = p(x). Portanto,

[Fla] : F] = deg p(x) <n (p(z)|f()).
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Agora, deg g(x) = n—1. Por hipotese indutiva, existe SFpq(g(z)),

o corpo de raizes de g(z) sobre F[a], com

[SFppa)(g(x)) : Fla]] < (n—1)!
Por defini¢ao de corpo de raizes, temos

g(x) =c(x — ) (r —an), Qa,...,an € SFpy(g(x)).

S’FF[Q](g(:L‘)) = Flof(ag,...,an) = F(a,ag,...,ay)
Entao,
f(@) = (z—a)g(z) = c(z—a)(x—az) - (z—ay) € SFppy(g(z)).
SFpia)(9(z)) = Flaf(az, ..., an) = Fa,az,...,an).

Logo, SFpiq(g(x)) = SFr(f(x)) e isto mostra a existéncia do

corpo de raizes de f(x) sobre F. Finalmente,

[SFp(f(x)): F] = [SFr(f(2)): Flo]].[Flo] : F]
= [SFp(9(x)) : Flell.[Fla] : F]

< (n—=1n=n!

pois [SFpiq(g(®)) : Fla]] < (n—1)le [Fla]: F]<n. O

10.4 Unicidade

Teorema 10.2. Seja o : F — E um isomorfismo de corpos,
f(z) € Flz] nao constante, e o(f(x)) € E[x]. Entao, o estende-se
a um isomorfismo SFr(f(x)) = SFg(o(f(x))).
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Prova: (indugao no grau de f(z)) Se deg f(x) = 1, entdo f(x) = 1 O
ax+b,a,b € Fea#0. Logo, f(z) = a(x—(—b/a)) com —b/a € F.
Como F[—b/a] = F segue, por defini¢ao de corpo de raizes, que
SFp(f(x)) = F.

Suponhamos deg f(z) = n e o teorema verdadeiro para polinémios
de grau n — 1. Seja p(z) um fator irredutivel monico de f(z)
em F[z]. O isomorfismo extensao o : F[z] — FElz] leva p(x) no
polinémio irredutivel ménico o(p(z)). Toda raiz de p(x) é também
raiz de f(z), pois p(x) divide f(z). Assim, SFr(f(z)) contém
todas as raizes de p(z). Da mesma forma, SFg(o(f(x)) contém
todas as raizes de o(p(x)). Seja a € SFr(f(x)) uma raiz de p(z) e
B € SFg(o(f(z))) uma raiz de o(p(x)). Pelo teorema de extensao

para extensoes simples, o estende-se 4 um isomorfismo
5 : Fla) — E(B)
no qual (a)) = . Temos entao o diagrama

(f(2)))

Q

J

Fla E(B
.

Os elementos « e (3 sao raizes de f(x) e o(f(z)). Pelo teorema do

o

SFr(f(x)) SFe(
)

fator,

Em SFp(f(x)) temos

f(@) = c(z —a)(z —ag) -~ (x — an)
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com SFr(f(z)) = F(a,as,...,ay). Analogamente, em SFg(o(f(x))),

temos
o(f(z)) =d(z—B)(@—B2) - (z— Bn)

com SFgr(o(f(x))) = E(B,B2,...,0,). Entao,

oz —a)(r —az)---(r —an) = (z - a)g(z)

d(z—B)(x—B2) - (z = Bn) = (x — B)o(g(x)).
Donde,
9(x) = c(z —az) - (z—an)

o(g(z)) = c'(z = B2) - (x — Bn)

Entao, por definicao de corpo de raizes,

SFp)(9(7)) = F(a)(ag,...,an) = F(a,ag,...,a,) = SFp(f(z))

SFgg)(a(g(x))) = EB) (B2, -, Bn) = E(B, B2, - -, Bn) = SFr(a(f(2)))-

Desde que g(x) tem grau n — 1, a hipotese indutiva aplicada para
g(x) e o(g(x)) sobre o isomorfismo F(a) = E(f) implica que tal
isomorfismo estende-se & um isomorfismo SFr(f(x)) = SFr(o(f(z))).

0.

Corolario 10.1. Dois corpos de raizes de um mesmo polinémio

s@o isomorfos.

Prova: Seja f(z) € F[z] um polindémio nao constante e sejam K
e L dois corpos de raizes de f(z) sobre F. O teorema anterior
aplicado ao isomorfismo identidade Ir : ' — F mostra que existe

um isomorfismo K = L (extensao da identidade). [
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10.5 Corpo de raizes < finita e normal 1 O

Uma extensao de corpos F' C K é dita normal se
i) K & uma extensao algébrica de F'; e

ii) todo polindémio p(z) € Flz], irredutivel sobre F, que tem

uma raiz « € K possui todas as suas raizes em K.

Podemos dizer, entao, que uma extensao F' C K é normal se e so-
mente se K contém o corpo de raizes de todo polinémio irredutivel
sobre F' que tem uma raiz em K. Sabemos que toda extensao finita
é algébrica e finitamente gerada. Se K é uma extensao finita de um
corpo F entdo existem oy, ..., q, € K tais que K = F(aq, ..., ).
Sejam p;(x) € Flz] o polindmio minimo de cada «a;, i = 1,...,7.
Se, além disso, K é uma extensao normal de F entdo K contém

todas as raizes de cada p;(z). Deste modo, se
a1 = O, 04, - -, Oy € IS
sao todas as raizes de p;(x) entao

K = Flay,...,ap)
= F(alla'"7a1n17"'70417’7"')&71,7‘7’)

= SEp(p1--pr).

Assim, toda extensao normal e finita é o corpo de raizes de um
polindémio. O resultado a seguir mostra que a reciproca é também

verdadeira.

Teorema 10.3. Um corpo K € um corpo de raizes sobre o corpo
F de algum polinémio em Fx] se e somente se K € uma extensao

finita e normal de F.
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Prova: A condigdo necessaria foi provada acima. Resta mostrar
a condicao suficiente. Suponha K = SFp(f(x)), o corpo de raizes

de um polinémio f(x) € F[x]. Por defini¢ao de corpos de raizes:
K =F(ai,...,ap)

onde aj,...,a, sdo todas as raizes de f(x). Entao, K é finita
sobre F', pois toda extensao finitamente gerada por elementos al-
gébricos ¢ finita. Seja p(x) € Flx] um polinémio irredutivel em
F[z] tendo uma raiz v € K. Podemos supor p(z) monico. Se-
jam L = SFk(p(z)) o corpo de raizes de p(z) sobre K e w € L
uma outra raiz de p(x). Desde que my, p(x) = p(z) = my, p(x)
entao o isomorfismo identidade em F' estende-se & um isomorfismo

~

F(v) 2 F(w). Temos entao, o seguinte diagrama:

K(w)

A

(—>N

T
=
iz
e
£

o
I’
C

Queremos mostrar que K(w) = K. Temos

Kw) = Fla,... an)w)
— Pl amw)
— Fw)(an,...an)
= SFpe(f(z)).
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e 10

SFpw)(f(x)) = F

pois v € K, por hipotese. Assim, K e K(w) sao corpos de raizes
do mesmo polindmio f(x) sobre corpos isomorfos. Pelo teorema
da unicidade, o isomorfismo F(v) & F(w) estende-se & um iso-
morfismo K = K(w). Temos [K : F] = [K(w) : F], pois espagos
vetoriais isomorfos tém mesma dimensdo. Logo, pela multiplica-

tividade dos graus:
[K:F]=[K(w): F]=[K(w): K|[K : F]

donde [K(w) : K] = 1. Entao, K(w) = K e w € K. Isto conclui a

demonstracao. [

OBS 10.1. A nocao de corpo de raizes de um polinémio é fun-
damental na teoria dos corpos. Sabemos, ao menos teoricamente,
que para todo polinémio existe um corpo no qual podemos deter-
minar todas as suas raizes. A resposta afirmativa para a existén-
cia de corpos de raizes também nos fornece uma outra questao.
Se para todo corpo F' existe um corpo no qual todo polinémio nao
constante com coeficientes em F' decompoe-se completamente. Em
outras palavras, um corpo contendo os corpos de raizes de todos
os polindmios ndo constantes com coeficientes em F. A resposta
é afirmativa e a construcao de um tal corpo é nao trivial e esta
acima do nivel deste curso. O corpo, assim determinado, é deno-
tado por F e chamado de fecho algébrico de F. Assim como o

corpo de raizes, o fecho algébrico de um corpo é inico a menos de
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isomorfismo. Um corpo K no qual todo poliné6mio nao constante
com coeficientes em K fatora-se completamente é chamado corpo
algebricamente fechado. Pode-se mostrar que o fecho algébrico de
um corpo é algebricamente fechado. O exemplo mais conhecido
de um fecho algébrico é o corpo C dos complexos sobre R. FEste
resultado ficou conhecido como teorema fundamental da algebra.
Ironicamente, nao existe ainda uma prova completamente algébrica
do teorema fundamental da algebra. Obteremos neste curso, uma
prova usando teoria de Galois e minimos conhecimentos de anélise.
Para uma leitura mais detalhada sobre este assunto consultar os

livros listados nas leituras complementares.

10.6 Conclusao

Corpo de raizes é um tipo de extensao algébrica finitamente gerada
muito especial: os geradores compoem o conjunto das raizes de um
polinémio. Esta peculiaridade a distingue de todas as outras ex-
tensoes algébricas finitamente geradas. Embora tenham a mesma
estrutura simples de um espaco vetorial de dimenséao finita, o fato
dos geradores serem todas as raizes de um polinémio confere aos

corpos de raizes uma forte propriedade: normalidade.

RESUMO

DEFINICAO

Dado f(z) € F|x], chama-se corpo de raizes de f(z)

sobre F' ao menor corpo contendo F' e todas as raizes

de f(x).
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NOTACAO: 1 O

SFr(f(x)) := corpo de raizes de f(x) sobre F.

OBSERVACAO:

SFe(f(2) := flas,...,an) com f(z) = e(w—an) -+ (z—

ap).

EXISTENCIA:

Seja F' um corpo e f(z) € F[x] um polinémio nao
constante de grau n. Entao, existe um corpo de raizes

de f(x) sobre F.
UNICIDADE:

Dois corpos de raizes de um mesmo polinémio sao iso-

morfos.
CARACTERIZACAO:

K = SFp(f(z)) & K & uma extensao normal e finita

do corpo F.

PROXIMA AULA

Estudaremos extensoes separaveis. O principal resultado serd o
teorema do elemento primitivo, a saber: toda extensao separavel

finitamente gerada é simples.
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Corpo de raizes

ATIVIDADES

ATTV. 10.1. Mostre que 2% — 3 e 22 — 22 — 2 tém 0 mesmo corpo

de raizes sobre Q.
ATIV. 10.2. Determine SFy(z* — 3), SFg(z72) e SFy(z” — 5).

ATIV. 10.3. Seja f(z) € F[z] nado constante. Mostre que se
[SFp(f(x)) : F] é primo, 0 € SFp(f(z)) é uma raiz de f(z), e
0 ¢ F, entao SFr(f(z)) = F(6).

ATIV. 10.4. Seja f(z) € F[z] ndo constante. Se E é um corpo
tal que F' C E C SFr(f(z)) mostre que K = SFgr(f(z)).

ATIV. 10.5. Determine SFp(z™ — p), p primo. Determine tam-
bém [SFp(z" —p) : Q].

LEITURA COMPLEMENTAR

DUMMIT, David S., FOOTE, Richard M. Abstract Algebra. John
Wiley and Sons, 3.ed., USA, 2004.

GONCALVES, Adilson, Introdugéo a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.

HARDY, G. H., WRIGHT, E. M. An introduction to the theory
of numbers. 4.ed., Oxford University Press, 1960.
HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.

STEWART, Ian. Galois Theory, Chapman & Hall, 3.ed, 2004.



AULA

Separabilidade

META:
Conceituar extensoes separaveis e mostrar que toda extensao

separavel e finitamente gerada é simples.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

Determinar a separabilidade de extensoes sobre corpos de carac-
teristica zero.

Usar o teorema do elemento primitivo para determinar um ele-
mento primitivo para certas extensoes separaveis finitamente

geradas.

PRE-REQUISITOS
As nogoes de extensao simples, extensoes finitamente gerada e mul-

tiplicidade de raizes.
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11.1 Introducao

Seja f(x) € Flz]. Se a é raiz de f(x), o teorema do fator aplicado

sucessivamente nos permite escrever

com g(z) € Flx] e g(a) # 0. O inteiro positivo r, assim deter-
minado, é chamado de multiplicidade da raiz . Uma raiz ¢ dita
simples se possui multiplicidade 1. Um polinémio f(x) € F|x]
é dito separével se possui somente raizes simples em seu corpo de
raizes. Deste modo, se f(x) é separavel de grau n entao f(x) possui

n raizes distintas sobre SFr(f(x)) e, portanto,

f(@) = c(z —ar) - (2 — an)

com a,...,on € SFp(f(x) (c € SFp(f(x))) e a; # o se i # j.

Um elemento a € K, K D F, & dito separavel sobre F' se mq, p(x)

é separavel.

Uma extensao F' C K é separavel se todo elemento u € K é

separavel sobre F'.

Separabilidade é crucial na teoria de Galois e estéa intrinsicamente
relacionada a caracteristica do corpo base da extensao. Por
exemplo, toda extensao sobre um corpo de caracteristica zero é
separavel. Subjacente & separabilidade de uma extensao finita-
mente gerada reside o pilar da teoria de Galois: o teorema do
elemento primitivo. Ele garante que toda extensao separavel fini-

tamente gerada é simples.
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11.2 Critério da derivada para separabilidade

de polinémios

Usaremos a derivada de um polinémio para caracterizar a irre-
dutibilidade de um polinémio. Felizmente, a derivada de um polindémio
recai em uma operagao estritamente algébrica e nao precisaremos

recorrer a nenhum conhecimento de anélise matemaética.

Definigao 11.1. Dado f(z) = apz™ 4+ -+ a1z + a9 € Flz] a

derivada, f’(z), de f(x) é o polindomio
f(x) = napz™ '+ 4 2a0z + ay.
OBS 11.1. Vale as seguintes propriedades:
i) (f+9)(x) = f'(z) + g'(x).
i) (£9)(2) = '()g(x) + £(2)¢/(x). (Regra de Leibniz)
Teorema 11.1. f(z) € F[z] € separdvel < MDC(f, f')=1. O

Corolario 11.1. Toda extensio sobre um corpo de caracteristica

zero € separdvel. [

11.3 O teorema do elemento primitivo

OBS 11.2. Ao longo desta segao, usaremos a notagao Zp(f(x))
para denotar o conjunto das raizes de um polinémio f(x) € F|x]
sobre uma extensao L de F'. Quando quisermos denotar o conjunto
de todas as raizes omitiremos o L e escreveremos simplesmente

Z(f(x)).

Eis o teorema:

separéavel e finitamente gerada = simples.

11
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Eis a prova:(indugao no ntumero de geradores, F' infinito)

Suponha K = F(uq,...,u,) separavel sobre F'.

Caso r = 1: K = F(u;) ja é simples e nada tem-se para provar.

Caso r = 2: Suponha K = F(v,w) separavel sobre F. Sejam
q(z) = myr(z) e plx) = myp(r) com graus n e m,
respectivamente. Seja L = SFp(p(x)q(z)) o corpo de raizes

de g(z)p(z). Por hipotese de separabilidade, ¢(x) possui n

raizes distintas w = wy, wa, ..., w, e p(x), m raizes distintas
v =v1,V2,...,VUy. Em simbolos,

Z(q(x)) = {w = w1, wa, ..., w,} com w; # w; se i # j
e

Z(p(z)) ={v="uv1,v2,...,v,} com v; # vj se i # j.

Da infinitude de F, existe ¢ € F'tal que c # 2=, 1 <i <m
el < j <n. Sejau=v+cw. Vamos mostrar que K = F(u).
Considere o polinémio h(xz) = p(u—cz) € F(u)[z]. Entao, w
é raiz de h(x) desde que u—cw = v e p(v) = 0. Se algum wj,
J # 1, é raiz de h(x), entdo h(w;) = p(u — cw;) = 0. Logo,
u— cwj € {v,v2,...,Vy}. Assim, u — cw; = v; para algum
i, 1 <i < m, donde v+ cw — cw; = v;. Dai, c = ﬁ e isto

contradiz a escolha de c. Portanto,

Z(q(x)) N Z(h(z)) = {w}

Entao, h(x),q(x) € F(u)[z] e ambos tém w como raiz. Pela
condigdo de polinémio minimo, devemos ter m., r(,)(7)|g()

e777“11)Fu)( )|h( ) ASSIIH,

Z(muy,py(x)) € Z(q(z)) N Z(h(x)) = {w}.
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. 11

mmF(u)(m)]q(m’) e q(z) separavel implica mw’F(u)(x) sepa-

Deste modo, w € L é a tnica raiz de my, pe)(T).

ravel. Logo, M., p,(7) € F(u)[x] ¢ um polindémio ménico,
separdvel com uma tnica raiz. Entao, my, () () =x—c
para algum ¢ € F(u). Como m,, g, (w) = 0, segue que
¢ = w e, portanto, w € F(u). Mas, v = u — cw com
u,w € F(u) implica v € F(u). Assim, F(v,w) C F(u). Por
outro lado, v = v + cw € F(v,w) implica F(u) C F(v,w).
Logo, F(u) = F(v,w).

Caso geral: Seja K = F(uy,...,u,) separavel sobre F. Temos
K = F(uy,...,ur—1)(u,) com F(ui,...,u,—1) separavel so-
bre F. Por hipotese indutiva, F(uq,...,u,—1) = F(v) para
algum v € F(uq,...,u,—1). Logo, K = F(v,u,) é separavel
sobre F. Pelo caso de dois geradores, K = F(w), w € K.
O

11.4 Conclusao

Exibir um extensao como uma extensao simples nao é uma tarefa
facil. Para extensoes separédveis e finitamente geradas, o teorema
do elemento primitivo nao somente mostra que tais extensoes sao
simples, mas torna este processo bem computacional. Por este
motivo, o teorema do elemento primitivo é o resultado mais forte

provado até o momento.
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RESUMO

Separabilidade

f(z) separavel := f(x) tem somente raizes simples.

« separavel sobre F' := o é algébrico sobre F' e mq p(x)

é separavel.

F C K separavel := « é separavel sobre I, Va € K.
Critério da derivada para separabilidade

f(x) € F[z] é separavel & MDC(f, ') = 1.

Toda extensao sobre um corpo de caracteristica zero é

separavel.
Teorema do elemento primitivo

K = F(ai,...,ay) separavel sobre F' = K = F(0)
para algum 6 € K.

Nota: O elemento € como acima é chamado elemento

primitivo da extensao.

PROXIMA AULA

Estudaremos a teoria de Galois propriamente dita. Veremos a
parte basica da teoria. Comecgaremos por estudar o grupo de Galois
de uma extensao e finalizaremos com a correspondéncia de Galois
entre subgrupos do grupo de Galois e corpos intermediarios. A
parte nao trivial estabelece a bijetividade em tal correspondéncia

para extensoes galoisianas (finita, normal e separavel).
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ATIVIDADES

ATIV. 11.1. Mostre as propriedades abaixo sobre a derivada de

polindmios usando a defini¢ao de derivada dada no texto.
i) (f+9)(x) = f'(z) + ¢ (2).
i) (fg)(x)=f'(z)g(x) + f(x)g'(x). (Regra de Leibniz)

ATIV. 11.2. Mostre que um polinémio f(z) € F[z] é separével
& MDC(f, f') = 1.

ATIV. 11.3. Mostre que toda extensao sobre um corpo de carac-

teristica zero é separéavel.

ATIV. 11.4. Mostre que toda extensao finita sobre um corpo de

caracteristica zero é simples.

ATIV. 11.5. Mostre que todo polinémio separavel com uma tnica

raiz tem grau 1.

ATIV. 11.6. Determinar 0 € Q(a,3) de modo que Q(«,3) =
Q(0) para cada « e 8 dados.

2. a=+2,8=12.
3. a=+v/2, B étal que Br+63+2=0.

ATIV. 11.7. Determine 6 tal que Q(v/2,v/3,v5) = Q(6).
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LEITURA COMPLEMENTAR

GONCALVES, Adilson, Introdugao a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.
HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.
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Teoria de Galois
META:

Conceituar o grupo de Galois e a correspondéncia de Galois de

uma extensao de corpos.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

Definir o grupo de Galois de uma extensao de corpos.

Definir corpo intermediario de uma extensao de corpos.

Definir corpo fixado de um subgrupo do grupo de Galois e esta-
belecer a correspondéncia de Galois de uma extensao.
Determinar o grupo de Galois de certas extensoes de corpos.

Determinar a correspondéncia de Galois para certas extensoes.

PRE-REQUISITOS

Teoria de grupos: definicao de grupo, ordem de um grupo, sub-
grupo, subgrupo normal, isomorfismo de grupos, o grupo de per-
mutacgoes Sy,.

Teoria de corpos: Aulas 8, 9, 10 e 11.
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12.1 Introducao

12.2 O grupo de Galois

Seja K uma extensao de um corpo F. Um F-automorfismo de
K é um automorfismo o : K — K que fixa os elementos de F,
isto é, o(c) = ¢ para todo ¢ € F. Na linguagem da aula 8, um
F-automorfismo ¢ uma extensao o : K — K do automorfismo
identidade Ip : FF — F. Denotamos por Galp(K) ao conjunto de
todos os F-automorfismos de K.

Se o0 e T sao dois automorfismos de K extensoes da identidade em

F entao a composicao ¢ o 7 é também um automorfismo de K

extensao da identidade em F'.

Composicao define uma operagao em GALpK

A composi¢do de fungbes é uma operagdo associativa. O iso-
morfismo identidade em K é uma extensao da identidade em F'.

E, se 0 € GalpK entdao o(c) = ¢Ve € F. Aplicando o iso-

1

morfismo inverso ¢~ + a ambos os termos da igualdade obtém-se

c=o0"1loo(c) = o). Logo, GalpK & fechado com respeito a

inversos. Entao

GalpK é um grupo com respeito a operagao composi¢ao

Definigao 12.1. O grupo GalpK é chamado o grupo de Galois

da extensao F C K.

12.3 Fatos

1. Seja K uma extensao de um corpo F e f(x) € Flx]. Se

a € K éraiz de f(x) e 0 € GalpK entdo o(a) é também
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i 0 1. 12

2. Seja K = SFr(f(z)) o corpo de raizes de f(z) € F|x] so-
bre F' e sejam «,3 € K. Entao, existe 0 € GalpK tal

que o(a) = [ se somente se « e [ tém o mesmo polindémio

minimo.
3. Seja K = F(ayq,...,a,) uma extensao algébrica sobre F. Se
0,7 € GalpK e o(oy;) = 7(w;), para todo i = 1,2,...,n en-

tao o = 7. Em outras palavras, um automorfismo em Galp K

é completamente determinado pelas imagens de aq, ..., qy,.

4. Se K & um corpo de raizes de um polindémio separavel f(x) €
Flz] de grau n entdo GalpK ¢é isomorfo & um subgrupo de

Sh.

12.4 Exemplos

Exemplo 12.1. O grupo de Galois de C sobre R. Primeira-
mente, devemos expressar C como uma extensao simples ou fini-
tamente gerada se possivel. Sabemos que C = R(i). Em seguida,
determinamos os polinémios minimos de cada gerador, neste caso,
m;r = x? 4+ 1. Agora, usaremos os fatos acima para determinar

GCLZRC.

1. Pelo fato 1, 0 € GalpK < o(i) é raizde 22 +1 & o(i) =i
ou o(i) = —i. Assim, s6 podem existir no maximo dois F-

automorfismos de C, isto é, |GalrC| < 2.

2. Como i e —i sdo raizes do mesmo polindmio minimo, o fato 2
nos garante a existéncia de 0,7 € GalgC tal que o(i) =i e

T(i) = —i.
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3. Pelo fato 3, nos diz que um elemento ¢ € GalgC fica com-
pletamente determinado pelas imagens dos geradores da ex-
tensao, neste caso pela imagem de i¢. De fato, para todo

z=a+ bi € C, temos:

o(z) =o(a+bi) =o(a) + o(bi) = o(a) + a(b)o(i) =
a + bi, pois o(c) = ¢ se ¢ € R (definicao de GalpK) e
o(i) =i por construgdo). Logo, o = ¢, a identidade em
C.

7(2) = 7(a + bi) = 7(a) + 7(bi) = 7(a) + 7(b)7(i) =
a+ b(—1) = a — bi. Logo, 7 é a aplica¢do conjugagao

em C.
Como |GalgC| < 2 e {1,7} C GalgC segue que GalgC =
{e, 7}
4. Finalmente, o fato 4 afirma que o grupo de Galois do corpo de
raizes de um polinémio separédvel de grau n é um subgrupo
de S,. Neste caso, temos o isomorfismo ¢ : GalgC — Sy

definido por ¢ — ¢ e 7 — (12). Note que ambos os grupos

sao isomorfos ao grupo aditivo Zs.

Exemplo 12.2. O grupo de Galois de Q(,/p,./q) sobre Q,
p,q primos. A extensao ja estd na forma finitamente gerada. So6
que desta vez sao dois geradores, isto é, a extensao nao é simples.

Vamos aos procedimentos:

1. Polinémios minimos dos geradores:

m po(T) = z* — p. Raizes: \/p, —/p.

m go(T) = 2% — q. Raizes: \/q,—/q.

2. Possiveis imagens dos geradores /p e \/¢:
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N BN AN
Vi— Vi — —a
VBT B BT b
Vi— Vi i —

3. Existéncia de ¢, 01,09, 03:

(a) Existéncia de o;. Considere o diagrama:

QP va) Qvp, —va)

To(yp)

Q(vp) Q(vp)
onde Ig(, ;) denota a identidade em Q(/p). Como

2
myga(/m) (@) =27 —a=m_ gGa.,p) (@)
segue que o isomorfismo identidade Igy /p) estende-se a

um isomorfismo

"2 @(\/ﬁv \/a) - Q(\/ﬁv _\/(j)

tal que (/q) = —+/q. Desde que ¢ fixa os elementos de
Q(\/p), em particular fixa cada elemento em Q. Deste

modo, ¢ € GalgQ(/p, \/q)- Faca o1 = ¢.
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Existéncia de o9: Anéloga a de o;1. (Faga como exerci-

cio, prezado aluno!)
Existéncia de o3: A igualdade
mypo(@) =2° —p=m_ zo(z)

implica que existe um isomorfismo

¢ : Q(vp) = Q(=vp)

extensao da identidade que leva \/p em —,/p. Do mesmo
modo, a igualdade
— 2 —
m\/a,@(\/ﬁ(:n) =z —q¢=m_ 50(-/p ()

implica a existéncia de um isomorfismo

o3 : QvP)(va) = Q=vp)(=v4)

extensao de ¢ que leva /g em —,/q. Entao, o3 ¢ um
elemento de GalgQ(\/p, /p) (verifique!) tal que \/p —
—/P € /G — —\/q. Assim, |GalgQ(\/p,\/q)] < 4 e

existem quatro elementos distintos ¢,01,092,03 em

GalgQ(+/p, \/q) segue que

GCLZQQ(\/];, \/(j) = {L, 01,09, 03}.

Temos

SFo((«® = p)(a® —q)) = QP /P, VT —/4)
= Q(\/ﬁv\/&)

Logo, Q(\/p,/q) ¢ o corpo de raizes do polinémio se-
paréavel (22 —p)(z%—q). Pelo grau ser 4, segue do fato 4,

que GalgQ(y/p, /q) € isomorfo a um subgrupo de Sj.
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Vejamos como montar um tal isomorfismo. Primeiro, 1 2

estabeleca uma bijecao entre os conjunto das quatro
raizes distintas de (z? — p)(2? — ¢) com o conjunto

{1,2,3,4}, digamos

1

—
— 2
— 3
— 4

§85%

Com isto, podemos enxergar um elemento do grupo
GalgQ(/p,+/q) como uma permutacdo em {1,2,3,4}
de acordo com sua agao em ,/p e ,/q. Por exemplo, a

acao de o1 é dada por:

Em notagao de permutagao:

VP V4 =P —V4
VP Va4 =P VA
ou, equivalentemente, segundo nossa correspondéncia

biunivoca:
1 2 3 4

1 4 3 2
Em notagao de ciclos temos (24). Adotaremos a notagao
de ciclos daqui por diante. Neste caminho, temos a
seguinte correspondéncia: ¢ — (1), o1 — (24), o2 +—
(13), o3 — (13)(24). A tabua de operagoes do grupo
GalgQ(/p, \/q) ¢ dada por
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oL | o1 | t | o3| 09

()] ()] g3 L 01

o3 | 03 | 09 | 01 L

Fazendo as identificacoes (1) = e, (24) = 61, (13) =
0y e (24)(13) = 63, a tadbua para o subgrupo H =
{(1),(24),(13),(24)(13)} de Sy é dada por

o | ¢t |601]6s]80;
e | e | 01|60y 03
011601 ] e | 03] 62
B2 | 02 | 03| e | 64
0303|6201 | e

Segue, pela analise das tabuas de operagoes dos respec-

tivos grupos, que a aplicagao

U : GalgQ(\/p,vq) — H

definida por ¢ — (1), o1 — (24), o2 — (13), o3 +—

(13)(24) é um isomorfismo.

OBS 12.1. O grupo GalgQ(,/p, \/q) ¢ também isomorfo &
Zo X Zs. Prezado aluno, vocé seria capaz de definir um tal
isomorfismo usando as tabuas de operacoes dos dois grupos?

Tente, por favor.
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12.5 A correspondéncia de Galois 1 2

Seja F' C K uma extensao de corpos e GalpK o grupo de Galois
de K sobre F. Estao definidos:

Corpo intermediario da extensao I' C K:
Um corpo F tal que F C F C K.

Subgrupo de GalpK associado & um corpo intermediario

E:
['(E) := Galg K := { automorfismos de K que fixam E}.
Corpo intermediario associado & um subgrupo H de GalpK:
®(H)={re K : o(x) ==z, paratodo o € H}

OBS 12.2. O corpo ®(H) é chamado corpo fizado de H.

De acordo com as associagoes acima fica bem definida a corres-

pondéncia:

{ Corpos intermediarios de F' C K} «— { Subgrupos de GalpK}

FE I GCLZEK
O(H) 2 H

A correspondéncia assim definida é conhecida como a correspondénica

de Galois da extensao F' C K.

Exemplo 12.3. Considere GalgQ(+/p, /q) = {t,01,02,03} como
no exemplo 12.2. Vamos determinar o corpo fixado ®(H) do sub-

grupo H = {i,01}. Por defini¢ao,

OH)={recQH/p.vq) : olx)=x, VoeH}

Desde que ¢ fixa todo o corpo Q(/p, /q) (isomorfismo identidade),
basta determinarmos os elementos de Q(,/p,+/q) fixados por o71.
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Sabemos que {1, ./, \/q,/Pq} ¢ uma base de Q(,/p, \/q) sobre Q.
Assim, todo elemento = € Q(,/p, 1/q) pode ser escrito na forma:

r=a+byp+cyq+dypg

para anicos a, b, c,d € Q. Entao, o1(x) = x se e somente se

a+by/p+ /g + dy/pg

o1(a + by/p + c\/q + d\/pq)
= o1(a) + o1(b)o1(yv/p) +
o1(c)o1(v/q) + o1(d)o1(v/pg)

Sabemos que 01(c) = ¢ para todo c € Q, 01(/p) = /P e 01(\/q) =
—4/q- Entao,

a+byp+e/g+dypg = a+byp—cyq+doi(\p)oi(va)
= a+byp—cy/q+dyp(—/q)
= a+by/p—cyq—d\/p\q

Pela unicidade da expressao de um elemento com respeito a uma
base, temos o1(z) = x se e somente se a = a, b = b, ¢ = —c e
d = —d se e somente se a,b € Q e c =d = 0. Portanto, o1(z) =z
se e somente se x = a+b,/p+0.,/¢+0,/pq = a+0b,/p se e somente
se x € Q(y/p). Logo, ®(H) = Q(\/p).
Outra maneira de determinar ®(H), seria como segue: o1(x) = x
para todo x € P, pois oy fixa Q e /p. Entao, Q(\/p) C ®(H) C
Q(\/TD, vq). Como [Q(\/TD, Vva) : Q(/p)] = 2, primo, segue que
®(H) = Q(/p) ou ®(H) = Q(VP, /g). Mas, 01(\/7) = —/q #
V/q donde /g ¢ ®(H). Logo, ®(H) # Q(P, V1) e, portanto,
(H) = Q(\/p)-
OBS 12.3. Seguindo o exemplo acima temos

Para o subgrupo < o9 >= {1, 09} (subgrupo simples gerado

por oa:

a+by/p+cy/q+ dypg € B(< o2 >)
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se e somente se 1 2

a+by/p+cey/qg+dypg = o2(a+byp+c/q+dypq)
= a—byp+cyq—dy/pq

se e somente se b = d = 0. Assim, ®(< 02 >) ={a+c¢\/q :
a,c € Q} = Q(va).

Note que

o3(vPg) = 93(vP)o3(Va) = (—vp)(=Va) = Vpq

Assim, para o subgrupo < o3 >= {,03}:

a+byp+cy/q+dypg e (< o3 >)

se e somente se

a+byp+cy/qg+dypg = o3(a+by/p+cy/q+dypq)
= a—byp—cyq+dypg

se e somente se b = ¢ = 0. Assim, ®(< 092 >) = {a +

dy/pq : a,d € Q} = Q(/pg). Temos mostrado a seguinte

correspondéncia:

Subgrupos Corpos fixados
{e} — QP2
<o > — Q(v/p)
<oy > — Q(va)
< o3> — Q(v/pa)
GalgQ(y/p: @) < Q

Costuma-se representar tal correspondéncia na linguagem de
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reticulados:

{e}

{e,o1} {e,03} {e,09}

\/

GalgQ(\/p, /1)

Onde subcorpos e subgrupos se correspondem de acordo com

suas respectivas posicoes.

12.6 Conclusao

A toda extensao de corpos esta associado o grupo de Galois da ex-
tensao. Nesta associacao, existe uma correspondéncia entre corpos
intermediarios e subgrupos. Esta é o que se chama correspondén-
cia de Galois. A idéia é obter informagdes estruturais da extensao

via teoria de grupos.
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RESUMO q

Dada uma extensao F C K:

Grupo de Galois:

GalpK := { conjunto dos F-automorfismos de K }
Correspondéncia de Galois:

{ Corpos intermediarios de F' C K} «— { Subgrupos de GalpK }

E AN Galp K

®(H) 2 H

onde ®(H) = {z € K : o(z) = x,VYo € H} é chamado o

corpo fixado de H.

PROXIMA AULA

Iremos determinar condigOes suficientes sobre a extensao para que

a correspondéncia de Galois seja biunivoca.
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ATIVIDADES

ATIV. 12.1. Demonstre todos os fatos da secao 12.3.
ATIV. 12.2. Determine Gal@(\/i, V/3) e mostre que tal grupo é

isomorfo & um subgrupo de S4. Determine tal isomorfismo.

ATIV. 12.3. A tébua de Zy x Zy = {(0,0), (1,0),(0,1), (1,1)} &

dada por
+ (0,0) | (1,0) | (0,1) | (1,1)
(0,0) | (0,0) | (1,0) | (0,1) | (1,1)
(1,0) | (1,0) | (0,0) | (1,1) | (0,1)
(0,1) | (0,1) | (1,1) | (0,0) | (1,0)
(1,1) | (1,1) | (0,1) | (1,0) | (0,0)

Defina explicitamnte um isomorfismo entre o grupo GalgQ(v/2, v/3)
e 0 grupo Zg X Zs.

Sugestao: Use as tdbuas de operagoes dos dois grupos.

ATIV. 12.4. Determine Galg(v/2, v/3,/5) e mostre que tal grupo
é isomorfo & um subgrupo de Sg. Determine tal isomorfismo.
Mostre também que GalQ(ﬁ, V3, \/5) > 7o X Lo X Zo.

ATIV. 12.5. Mostre que a correspondéncia de Galois estd bem

definida. Em outras palavras, mostre que:

a) Se E é um corpo intermediario da extensao F' C K entao

GalgpK é um subgrupo de Galp K.

b) Se H ¢ um subgrupo de GalpK entdo ®(H) é um corpo

intermediério da extensao F' C K.

ATIV. 12.6. Mostre que ®(I'(E)) D E para todo corpo inter-
mediario de F € K e I'(®(H)) D H para todo subgrupo H de
GGZFK.
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ATIV. 12.7. Mostre que a correspondéncia de galois é reversa 1 2

com relacao & inclusao. Mais precisamente, mostre que:
a) FEy C E5 implica F(EQ) C F(El).

b) Hy{ C H, implica (I)(HQ) C @(Hl)

LEITURA COMPLEMENTAR

DUMMIT, David S., FOOTE, Richard M. Abstract Algebra. John
Wiley and Sons, 3.ed., USA, 2004.

GONCALVES, Adilson, Introdugao a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.

HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.

STEWART, Ian. Galois Theory, Chapman & Hall, 3.ed, 2004.
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AULA

O teorema fundamental
da teoria de Galois 1 3

META:

Demonstrar o teorema fundamental da teoria de Galois.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

Enunciar o teorema fundamental da teoria de Galois.

Determinar e exibir a correspondéncia de Galois de certas exten-

soes.

PRE-REQUISITOS
Aula 12.
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13.1 Introducao

Todo o esfor¢o de nossos estudos serao compensados apds apre-
ciarmos os resultados desta aula. Na aula anterior, estabelecemos
a correspondéncia de Galois E —— I'(E)e H -2, ®(H) entre o
conjunto de corpos intermediarios de uma extensao F' C K e os
subgrupos do grupo de Galois GalpK = I'(F). O teorema fun-
damental da teoria de Galois mostra que esta correspondéncia é
biunivoca quando a extensao é finita, normal e separavel. Uma
extensao reunindo estas trés propriedades é chamada extensao de

Galois.

13.2 O Lema Principal
Lema 13.3. Se FF C K ¢€ finita entao K € simples, normal e
separdvel sobre o corpo fixado de qualquer subgrupo H de GalpK.

Prova: Esbogo:

Seja H um subgrupo de GalpK e ®(H) seu corpo fixado.

1. K é algébrico sobre ®(H).

2. Paracada a € K e 0 € H, o(«) € raiz do polinémio minimo

de a sobre ®(H ), mq o(m) (7).
3. O conjunto das imagens de « por automorfismo em H é finito.

4. Sejam

a=aq,q,...,040 € K

todas as imagens distintas de « por elementos em H. Entéao,

o(oy) € {ar,ag,..., 04}
para todo ¢ =1,2,... ¢ e a aplicagao restricao
o:{a,a,...,¢} = {1, 00,...,04}
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define uma permutacdo no conjunto {ai,we,...,a} qual-

quer que seja o € H.
5. O polindémio
f@)=(z—a)(x—a2)...(x —ay)

é separéavel, tem « como raiz e o(f(x)) = f(x) para todo

o € H. Logo, f(x) € ®(H)[z].

6. K é uma extensao separavel de ®(H) e finitamente gerada

sobre ®(H).

7. Pelo teorema do elemento primitivo, K = ®(H)(#) para al-
gum 0 € K.

8. K =®(H)(#) é o corpo de raizes de f(x) sobre ®(H), logo,
normal sobre ®(H). O

13.3 Sobrejetividade

Teorema 13.1. Se F' C K € finita entaio H = T'(®(H)) e |H| =
[K : ®(H)] para todo subgrupo H de GalpK.

Prova: K = ®(H)() é normal e separavel, pelo lema fundamen-

tal. Entéao,

(K : ®(H)] = deg mg o) (r) =n

com mg o) () separdvel e fatorando-se completamente sobre K.
Se 0 € I'(®(H)) entao o fixa todos os elementos do corpo ®(H).
Em particular, fixa todos os coeficientes do polindémio myg ¢ () ().
Entao, para todo o € I'(®(H)), o leva § numa das n raizes distin-

tas de mg o(mr) (7). Desde que um automorfismo o € I'(®(H)) fica

13
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completamente determinado pela imagem em 6, existem no méx-
imo n elementos em I'(®(H)). Da inclusdao H C I'(®(H)), segue

as desigualdades
[H| < [T(®(H))| < n = [K: (H)].

Seja
flx) =(x=0)(x —b)-(z —0)

como no esboc¢o da prova do lema fundamental com o = 6. Entéo,
existem ao menos t elementos em H, pela definigao de f(z). Além
disso, f(r) € ®(H)[x] e tem 6 como raiz. Entao, mg ¢()(z) divide
f(z). Dai,

[H| >t = deg f(z) = deg mg.pm)(z) =n=[K: ®(H)]
Combinando todas as desigualdades obtidas, temos
[H| < |[T(®(H))| < [K: @(H)] < [H|.
Assim, [H| = [D(O(H))| = [K : ®(H)] e H = "(0(H)). O

Corolario 13.1. A correspondéncia de Galois € sobrejetiva para

extensoes finitas. [

13.4 Injetividade

Lema 13.4. Seja F C E C K extensoes de corpos. Se K é Galois
sobre F' entio K € Galois sobre E. [J

Teorema 13.2. Se F' C K ¢é uma extensao de Galois entao E =

®(T'(E)) para todo corpo intermedidrio E.

Prova: Temos E C ®(I'(E)). Resta mostrar que ®(I'(E)) C F, ou

seja, Vo € ®(I'(E)) = x € E. Por contrapositiva, esta implicagao
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¢ equivalente a mostrar que se x ¢ E entdao x ¢ ®(I'(F)). Mas, por 1 3
defini¢ao de corpo fixado, = ¢ ®(I'(E)) significa dizer que existe
o € I'(E) tal que o(z) # x. Assim, o resultado fica provado se

conseguirmos mostrar a seguinte implicagao:
x ¢ E = o(x) # x para algum o € I'(E).

Pelo lema acima, K é Galois sobre F. Assim, K é extensao al-
gébrica de E. Seja a € K. Se a € E, entao mq g(x) tem grau
> 2 (se deg mq,g(x) = 1, « estaria em E). As raizes de mq g(x)
sao todas distintas por separabilidade, e todas estao em K por
normalidade. Seja 8 € K uma outra raiz de mq g(x) distinta de
a. Pelo fato 2 da segao 12.3, existe 0 € I'(E) = GalgK tal que
o(a) = # a. Assim, a € ®(T'(E)), como querfamos demonstrar.

0.

Corolario 13.2. A correspondéncia de Galois € injetiva para ex-

tensoes de Galois. [
Corolario 13.3. Seja K uma extensao finita sobre F'. Entdo

K ¢é Galois sobre F <= F = ®(GalpK). O

13.5 O Teorema Fundamental

Teorema 13.3. Se K ¢ uma extensao de Galois sobre I, entao:

1. Emiste uma bijecao entre o conjunto de todos os corpos in-
termedidrios da extensao e os subgrupos do grupo de Galois
Galp K, dada por associar o cada corpo intermedidrio E o

subgrupo T'(E) = Galg K.

2. Esta correspondéncia € reversa com respeito a inclusao, isto

é, E1 C Ey se e somente se I'(Ey) C I'(E»).
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3. K :E]=|['(E)| e[E:F]=|I'(F):I'(F)|, para todo E,

FCFECK.

4. Um corpo intermedidrio E € normal sobre F' se e somente se

[(E) é um subgrupo normal de T'(F'), e neste caso T'(F)/T(E) &
GalpE.

Prova:

1. A bijetividade de tal correspondéncia ja foi provada nas

secoes 13.3, 13.4.

i) E1 C Ey = todo Ez-automorfismo de K é Fj-automorfis-
mo de K, por defini¢ao de F-automorfismos = I'(F3) C
T(E).

ii) Suponha H; C Hsy. Se z € K é fixado por todo au-
tomorfismo em Hs, é, em particular, fixado por todo

automorfismo em Hy. Assim, ®(Hs) C ®(H,).

3. Pelo teorema 13.2, E = ®(I'(F)). Por outro lado, o teo-

rema 13.1 diz que |H| = [K : ®(H)]. Fazendo H = I'(E),
temos

[K: E] = [K: o(I'(E))] = [T(E)|.
Em particular, se ' = E, [K : F| = |['(F)| = |Galp K|. Pelo
teorema de Lagrange,
[K:E|[E:F] = [K:F]
= |GalFK| = |GalEKHGalFK . GalEK\
onde |Galp K : Galg K| denota o indice do subgrupo Galg K

em GalpK. Dividindo a equagdo acima por [K : E] =

|Galp K| segue que [E : F] = |GalpK : GalgK]|.
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4. Suponha GalpK < GalpK (subgrupo normal). Se p(z) é 1 3
um polinémio irredutivel em F[z| com uma raiz o em F,
devemos mostrar que p(x) fatora-se em E|x], ou seja, cada
raiz 3 de p(z) estd em E. Como K é normal sobre F', sabe-
mos que p(x) fatora-se em KJ[z|. Existe um automorfismo
o € GalpK tal que o(a) = o(f3), pois a e  tém mesmo
polinémio minimo (fato 2). Por defini¢ao de subgrupo nor-
mal, cGalpK = GalpKo. Deste modo, qualquer que seja
T € Galg K, existe 11 € GalgK para o qual vale a igualdade

Too=coT1. Como a € F, temos

7(8) = 7(0(a)) = o(mi(a)) = o(a) =
Assim, (8 é fixado por cada elemento de 7 € GalgK. Logo,
por definigdo de corpo fixado, f € ®(GalpK) = ®(I'(F)) =
E.

Reciprocamente, suponha E normal sobre F'. E é finito sobre

F,pois FF C E C K e K éfinito sobre F'. Defina a aplicagao
p:Galp K — GalpFE

onde p(0) = 0|, ¢ a restricdo de um F-automorfismo de K

ao corpo E. Temos

i) ¢ estda bem definida. De fato, seja 0 € GalpK. Deve-
mos mostrar que 0|, € GalpE. Observe que

a) Dado a € E, seja p(x) = mqr(z). E é normal

sobre F', logo, p(z) fatora-se em E[z]. Assim, todas

as raizes de p(x) estdo em E. Como o(«) ¢é raiz de

p(z) entdo o(a) € E. Portanto, o(E) C E e 0|,
define um endomorfismo em FE.

b) Para todo a € E, o define uma permutagao no con-

junto {a = aq, a9, ..., o} das raizes do polindémio
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minimo mq, r(z). Entdo, @ = o(oy) para algum
1 = 1,2...,t. Pela normalidade de E sobre F|,

a; € E. Isto mostra a sobrejetividade de o,

Entao, o/, : £ — E ¢ um automorfismo. Como o €

GalpK, o fixa cada elemento de F'. Logo, 0|, € GalpE.

i) ¢ : Galp K — GalpE é um homomorfismo sobrejetivo
de grupos. Fica como exercicio provar que ¢ é homo-
morfismo. Provaremos a sobrejetividade. Como K é
uma extensao normal e finita sobre F', K = SFr(f(z))
para algum f(z) € Flz]. Desde que F C E, K =
SFr(f(z)). Consequentemente, cada 7 € GalpE pode
ser estendido & um F-automorfismo o € GalpK tal que

= 7 (ver teorema 10.2).

O'|E

i)
Ker ¢ = {o€ GalpK : o), = Ip identidade em E}
= {o0€GalpK : o(z)=xzVzxeE}
= {UGGGZFK :UGGGZEK}
= GalEK
Assim, Galp K 1 Galp K.

v) Pelo teorema fundamental do isomorfismo,

GalpK/GalpK = GalpE. O

13.6 Conclusao

Em geral, finitude é suficiente para caracterizar a sobrejetividade
na correspondéncia de Galois. As condi¢Ges que faltam a finitude

para determinar a injetividade sao normalidade e separabilidade.
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Além da bijetividade na correspondéncia de Galois para exten- 1 3
soes de Galois, o teorema fundamental caracteriza a normalidade
de um dado corpo intermediario F via normalidade do subgrupo
associado I'(E). Tal relacao completamente fechada entre duas es-
truturas distintas confere a teoria de Galois uma beleza estética
e profundidade teorica raramente vista na histéria do pensamento

humano.

RESUMO

Finitude = sobrejetividade da correspondéncia de Galois.

Finitude + Normalidade + Separabilidade = injetividade da

correspondéncia de Galois.

TEOREMA FUNDAMETAL DA TEORIA DE GALOIS
Se K é uma extensao de Galois sobre F', entao:

1. Existe uma bijecao entre o conjunto de todos os corpos
intermediarios da extensao e os subgrupos do grupo de
Galois Galp K, dada por associar & cada corpo inter-
mediario E o subgrupo I'(E) = GalgK.

2. Esta correspondéncia é reversa com respeito & inclusao,
isto é, Fy C E se e somente se I'(Fy) C I'(Es).

3. [K : E]=|l'(E)| e [E: F]=|I'(F):I'(F)], para todo
E,FCECK.

4. Um corpo intermediario £ é normal sobre F' se e so-

mente se ['(F) é um subgrupo normal de I'(F'), e neste

caso I'(F)/T'(E) = GalpE.
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PROXIMA AULA

Estudaremos a solubilidade por radicais de uma equagao algébrica
definida sobre um corpo de caracteristica zero. Veremos que uma
equacao algébrica é soltivel por radicais se e somente se o grupo de

Galois do polindémio f(x) é um grupo solavel.

ATIVIDADES

ATIV. 13.1. Prove todos os itens do esbogo da prova do lema

principal.

ATIV. 13.2. Mostre a sobrejetividade da correspondéncia de Ga-

lois para extensos finitas.

ATIV. 13.3. Mostre o lema 13.4: Seja F' C E C K extensoes de

corpos. Se K é Galois sobre F' entdao K é Galois sobre E.
ATIV. 13.4. Prove o coroléario 13.3: Seja K uma extensao finita
sobre F. Entao

K ¢& Galois sobre F' <= F = ®(GalpK).
ATIV. 13.5. Se K ¢é Galois sobre F' mostre que existe uma quan-
tidade finita de subcorpos intermediérios.

ATIV. 13.6. Se K é uma extensao normal de grau primo sobre

Q entao Galgk = Zy,.

ATIV. 13.7. Mostre que a aplicagao ¢ : Galp K — GalpFE, 0 —

0|, define um homomorfismo de grupos.



Estruturas Algébricas 11 AU L_A

ATIV. 13.8. Seja K uma extensao de Galois de F' ¢ F um corpo 1 3
intermediario. Mostre que todo F-automorfismo 7 : £ — FE

estende-se & um F-automorfismo o : K — K.

ATIV. 13.9. Determine a correspondéncia de Galois das seguintes

extensoes:
a) Q(v/d) sobre Q.
b) SFy(x? + x + 1) sobre Q.
c) Q(v2,+/3) sobre Q.
d) Q(4, v/2) sobre Q.

LEITURA COMPLEMENTAR

DUMMIT, David S., FOOTE, Richard M. Abstract Algebra. John
Wiley and Sons, 3.ed., USA, 2004.

GONCALVES, Adilson, Introdugao a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.

HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.

STEWART, Ian. Galois Theory, Chapman & Hall, 3.ed, 2004.
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Exemplos

META:
[lustrar o teorema fundamental da teoria de Galois com algumas

correspondéncias nao triviais.

OBJETIVOS:
Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:
Compreender e reproduzir os exemplos apresentados no texto e de-

terminar outras correspondéncias nao triviais.

PRE-REQUISITOS
Além da Aula 13, o aluno devera saber a estrutura de grupos finitos

até ordem oito e determinar raizes complexas da unidade.

14
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14.1 Introducao

Na aula anterior, vimos a teoria da correspondéncia de Galois.
Nesta, a ilustraremos por meio de alguns exemplos nao triviais.
Vocé devera estudar cada exemplo com atengao e preencher todos
os detalhes. Aproveite para aplicar seus conhecimento sobre grupos

de ordem até oito e raizes complexas da unidade.

14.2 Exemplo 1: Galg(z? — 2)

1. Corpo de raizes de z3 — 2 sobre Q:

Se w € C é uma raiz cubica complexa da unidade (w =

1 394 . . .
D) + \gz’ por exemplo) entao \‘5/5, V2w e v/2w? sdo todas

as raizes de z3 — 2. Assim,

SF@(J}?’ - 2) - Q(%v \3/5’(11, \3/51112)
= Q(\?/ivl)

Como SFp(z® — 2) é um corpo de raizes de um polinémio
sobre um corpo de caracteristica zero, entdo SFg(z3 — 2) é

Galois sobre Q.

2. Ordem do grupo de Galois:

|GalgSFo(z® —2)| = [SFg(a® —2): Q)
= [Q(V2,4) : Q(V2)][Q(V2) : Q]
= 23=06.

3. Elementos de Galg(z3 — 2):
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Tendo em mente o diagrama:

Q(V2,w)

Q(V2)
Q
sabemos que um elemento o € GalgSFp(x® — 2) fica com-
pletamente determinado pelas imagens em /2 e w. Sabemos
também que o(¥/2) e o(w) sdo raizes, respectivamente, dos
polinémios M85 Q) = > —2e My Q(z) = z?+2+1. Entdo,
o(V2) V2, V2w, ou v2uw?

o(w) w, ou w?

As combinacGes entre estas imagens nos dao seis possiveis
elementos para GalgSFg(z® — 2). Como

|GalgSFg(z® — 2) =6,
necessariamente existem estes seis elementos. Sao eles:

V2 — V2 V2 V2w Y2 V2uw?

o1 02

w — w w — w w — w
w [ — w2 w [ — w2 w [ — ’lU2

Notequea%:og, U%ZO’%ZL, 01003 = 04, 0'%00'320'56

03001 = 05 = a% o 03. Denotando o1 = 6 e o3 = r obtemos

Galg(z® — 2) {1,7,6,6% r0,r0%}

<rf =0 =1 r=0%>

189
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Assim, Galg(z® — 2) = D3, o grupo de simetrias de um

tridngulo.
4. A correspondéncia de Galois:
(a) Subgrupos do grupo Galg(x3 — 2):
{0} {00,602}, {1,7}, {2, 70}, {2,767}, Galg(a® — 2)}
ou em termos de geradores

{<i><O0><r><rf><rf?> <rb>}

(b) Subcorpos correspondentes: Seja
. 2 —2 . 3/=2
{1, V2,V27 w, wv2, w2 }

uma base de SFy(x3 — 2) sobre Q.

i. ®(< 0 >): Temos w? = —1 —w, desde que w é raiz
da equagdo 22 +z + 1 = 0. Entdo, 0(z) = x se e

somente se

a+b\3f2+cx?7§2+dw+ew€/§+fw\?/§2:

a—eV2+(f—c)Va+dw+ (b—e)wv2 — cw/4.

Isto ocorre se e somente se b = ¢ = f = e = 0.

Assim, 6(z) = x se e somente se
r=a+dw e Q(w)

donde ®(< 0 >) = Q(w).

Analogamente se determina os outros corpos fixados e

obtém-se a seguinte correspondéncia:
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Subgrupos Corpos fixados
{e} —  Q(V2,w)
<r> e Q(V2)
<rg> —  Q(V2w)
<r?> —  Q(V2w?
<6> — Q(w)

<rf> Q

14.3 Exemplo 2: Galg(z* — 2)

1. Corpo de raizes de z* — 2 sobre Q:

SFo(a* —2) = Q(V2,4)

2. Ordem do grupo de Galois:

GalgSFy(a* —2)] = [SFy(z*—2): Q)
= [Q(V2,4) : Q(V2)][Q(V2) : Q]
= 24 =28.
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3. Elementos de Galg(z* — 2):

V2o R N5}

V2 2 W A Y

7 [ — 7 (RN —

2 3
Vo 0y e U i

7 — —1 7 — —1

4. Correspondéncia de Galois:

Subgrupos Corpos fixados

ordem 1 : {e} — Q(V2,w)
ordem 2 : <r> Q(v2)

<> — QW2,i) = SFy(t* —t? -2)

<Or> QU1 +14)v2)

<Or> — Q(iv'2)

<Pr> — Q((1 —i)v2)
Ordem4: <60> «— Qi) = SFo(t* + 1)

<r6*> Q(V2) = SFy(t* - 2)
<rrf> Q(V2i) = SFp(t* + 2)
Ordem 8: <7r,0> +«— Q
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14.4 Exemplo 3: Galg(z® — 2) 1 4

Corpo de raizes de z® — 2 sobre Q:

SFy(z® —2) = Q(V2,1)

Ordem do grupo de Galois:

|Galg(2® - 2)| = [Q(V2,4) : Q] = 16.

Elementos do grupo de Galois: Um elemento do grupo
de Galois GalgSFp(z®—2) ¢ determinado por sua agio sobre
a = V/2 e i. Sabemos ainda que tal acao leva a numa raiz de
seu polinémio minimo mq g(z) = 2® — 2 (irredutivel por Ei-

seinstein, p = 2) e leva i em #i. Sejam v/2, V2w, ..., V2w’
1 21
onde w = 3 + \gl é uma raiz oitava complexa da unidade.

Deste modo existem exatamente 16 possibilidades.

L IS

a — « a — «
R —————) [ ————
w — w w o o—s w’
m 7

a —  Qw o — Qw
[ — 7 )
5 3

w — w w —  w
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( 62 6 r6? 2
o — Qw o —  Qw
R — 7 )
w — w w —  w’
\
03 7 r63
o — QW o — QW
[ — 7 7 — —1
w U}5 w ’LU3
04 ( 7.04
(6% _— — o — —Q
7 — 7 [ S
w —  w w o — w’
9 5 rf°
o — Qw o — —
[ — 7 [ ——————
w U}5 L w ’U)S
\
( 6% 2 ro8 6
o — Qw o — Qw
[ — 7 T — =1
w — w w —s  w’
\
( 07 3 ( ro” 5
o — Qw a — ow
7 — 7 /Y S
w U}5 w w3

Para computar a imagem de w perante os isomorfismos acima
. ~ 1 . .
consideramos a relacio w = ~(1+i)a*. Como existem exatos
2
16 elementos no grupo de Galois e os que existem estao entre
estes 16 acima, os 16 isomorfismos acima existem e compoem

o grupo de galois do polinémio z® — 2. Temos ainda as re-
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lacdes 6% = 2 = 1 e ar = ra®. Assim, temos mostrado 1 4

que

GalQ(:c8 —2) = <7“,6? == ar= ra3>

Correspondéncia de Galois:

Subgrupos Corpos fixados
ordem 1 :
{c} — Q(V2,1)
ordem 2 :
<rf*>>  —  Q(V2uw)
<rfS>  —  Q(V2uw?)
<rg*>  —  Q(V2uw?)
<r> — Q(V2)
<0 > — Q(i, v2)
Ordem 4 :
<0705 > Q(iv2)
<Ohr> Q(v2)
<6?> o Q(v2,1)
<re*> — Q(1+1i)V2)
<rf > —  Q((1-1)v?2)
Ordem 8 :
<r6?> Q(v2)
<6> — Q(7)
<rf3,0%> Q(V-2)
Ordem 16 :

Galg(z® —2) +— Q
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14.5 Conclusao

Determinar a correspondéncia de Galois é uma tarefa trabalhosa
e requer um bom conhecimento da teoria dos grupos finitos. E,
portanto, uma excelente oportunidade para colocarmos em préatica

nossos conhecimentos sobre teoria elementar de grupos.

RESUMO

Galg(z® — 2) = Ds

Correspondéncia de Galois

Subgrupos Corposfixados
o — e{zw
<r> Q1?2
<rd> — QW 2w)
<rf?> Q(V2w?)
<0> Q(w)

<rf> Q

Galg(z* —2) = Dy

Correspondéncia de Galois

Subgrupos Corposfixados
ordem 1 : {t} — Q(v2,w)
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ordem2: <r> «— Q(v2)
<> — Q(V2,i) = SFy(t*—t*-2)
<Or> Q((1 +1i)v2)
<0r> — Q(iv2)
<Pr> — Q((1 —i)v2)
Ordem4: <60> «+— Qi) = SFo(t* + 1)

<r6*> — Q(V2) = SFy(t* - 2)
<r,rd > —— Q(V2i) = SFp(t? + 2)

Ordem 8: <r,0> +— Q

GalgQ(V/2,1):

Correspondéncia de Galois:

Subgrupos Corposfixados
ordem 1 :
{e} — Q2,9
ordem 2 :

<r?> —  Q(V2w)
<rfS> —  Q(V2u?)
<rg*> —  Q(V2uw?)
<r > e Q(V2)
<0r> —  Q®,V2)
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Ordem 4 :
<0705 > Q(iv2)
<0hr> «— QW2
<6? > —  Q(V2,4)
<>  — Q(1+i)v2)
<rg>  — Q((1-i)V2)
Ordem 8 :
<r6>> — QW2
<0> — Q(7)
<rg3,0°> —  QH-2)
Ordem 16 :
Galg(z® —2) +«— Q
PROXIMA AULA

Apresentaremos o critério de solubilidade por radicais de Galois

para equacoes algébricas.

ATIVIDADES

ATIV. 14.1. Para cada exemplo desta aula, mostre que cada
corpo intermediario é de fato o corpo fixado do subgrupo cor-
respondente. Determine ainda os corpos intermediarios que sao

normais sobre o corpo base.
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ATIV. 14.2. Mostre que GalgSFg(z* — 2) & D4 e determine a 1 4
correspondéncia de Galois de SFg(2*—2) sobre Q. Mostre também

que Galg(;)SFo(zt —2) = Zy.

ATIV. 14.3. Determine a correspondéncia de Galois de Q(\/i, \/g, V5
sobre Q.

LEITURA COMPLEMENTAR

DUMMIT, David S., FOOTE, Richard M. Abstract Algebra. John
Wiley and Sons, 3.ed., USA, 2004.

GONCALVES, Adilson, Introdugéo a algebra, IMPA, Projeto Eu-
clides, 5.ed., Rio de Janeiro, 2008.

HUNGERFORD, Thomas W., Abstract algebra: an introduction,
Saunders College Publishing, 1990.

STEWART, Ian. Galois Theory, Chapman & Hall, 3.ed, 2004.
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AULA

Solubilidade por Radicais | 5

META:
Apresentar o critério de solubilidade por radicais de Galois para

equacoes algébricas.

OBJETIVOS:

Ao final da aula o aluno devera ser capaz de:

Enunciar o critério de Galois.

Exibir uma quintica nao soluvel por radicais.
PRE-REQUISITOS

Aula 14, teorema de Cauchy sobre p-grupos, grupos de permu-

tagoes e o uso de derivadas para construgao de Graficos de fungoes.
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15.1 Introducao

A expressao

o —b+ Vb? — dac

2a

¢ bastante conhecida por vocé. E a formula para a solucdo da
equacdo quadratica ax?+br+c = 0 sobre os reais (poderia ser sobre
corpos de caracteristica # 2). Embora muito menos conhecidas,
existem féormulas analogas para a solugdao de equagOes algébricas
de grau 3 e 4. A analogia consiste em que tais férmulas envolvem
somente as operagoes definidas sobre um corpo (adigao, subtragao,
multiplicac¢ao e divisao) e extragao de raizes. Equagoes assim re-
solvidas (por meio de formulas envolvendo radicais e operagoes
elementares no corpo) ficaram conhecidas por equagées soliveis
por radicais € o processo, bem como o problema de determinar tais
solucgdes, foi chamado solubilidade por radicais.

A disparidade entre a simplicidade para obtencao da féormula para
equacoes quadraticas e a engenhosidade e complexidade para sol-
ubilidade das equagoOes cubicas e quarticas instigou matematicos
de varias geragoes. De 1600 A.C. 4 1771. O problema tornou-se
ainda mais instigante quando Ruffini e Abel exibiram independen-
temente quinticas (equagdes algébricas de grau 5) nao solaveis por
radicais. Isto foi em torno de 1820. Extinguia-se o sonho de se
obter formulas radicais para resolver uma equagao algébrica geral
de grau n.

O balde de 4gua fria jogado por Abel e Ruffini no problema da
solubilidade de equagoes algébricas nao foi suficiente para fazer os
mateméticos desistirem completamente do problema. Muito pelo
contrario, apenas tornou o problema ainda mais desafiador: saber
se uma dada equagao algébrica de grau n > 5 seria ou nao soltuvel

por radicais. Por volta de 1830, Evarist Galois(1811-1832) resolveu
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por completo o problema exibindo seu critério de solubilidade. 1 5

15.2 Grupos Soluveis

15.2.1 Definicao

Um grupo G é dito soluvel se existe uma cadeia de subgrupos
G=Gy2G1 202G, DGH-1 2G, ={e}

na qual cada G; é um subgrupo normal do grupo precedente G;_1

e o grupo quociente G;_1/G; é abeliano.

15.2.2 Exemplos

1. Todo grupo abeliano G ¢é soluvel, pois G 2O {e} satisfaz as

condigoes requeridas.

2. S5 é soluvel. De fato, < (123) > é um subgrupo normal de

G de ordem 3 (verifique!) e a cadeia
S3 D< (123) >D {e}

é tal que S3/ < (123) > ¢ abeliano (ordem 2) e < (123) >
/{e} =< (123) > ¢é abeliano (grupo ciclico).

3. Seja F' um corpo de caracteristica zero e w uma raiz primi-
tiva da unidade. A extensdo K = F'({) é o corpo de raizes do
polinémio z"™ — 1, logo normal. Desde que F' tem caracteris-
tica zero, K é separével sobre F'. Entao, K é de Galois sobre
F. O grupo de Galois GalpK é solivel. De fato, quaisquer
que sejam 0,7 € GalpK, o(() e 7(¢) sao raizes de z" — 1,

logo sdo poténcias de ¢ (¢ é raiz primitival). Assim,

oo7(() =0(r(¢) = o((") =a(¢) = () = ¢
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Too(¢) =7(0(() =7(¢°) =7(¢)* = (¢")* = ("

donde 0 o 7 = T oo. Entao, GalpK é abeliano, logo solivel.

15.2.3 Fatos

1. S, nao é soluvel para n > 5.

2. Imagem homomorfica de um grupo solavel é solavel.

15.3 Extensoes Radicais

15.3.1 Definicao

Um corpo K é dito ser uma extensao radical de um corpo F' se

existe uma cadeia de corpos

F=FChnCkhC --Ch=K

na qual para cada i =1,2,...,r, tem-se F; = F;_1(a;) com o]" €

F;_1 para algum inteiro m.

15.3.2 Exemplos

1. Toda extensao quadratica (grau dois) é radical. (Atividade)

2. Q(V/5, \7/1 — V2, \7/1 +1/2) & extensdo normal de Q.

15.3.3 Fatos

1. Seja F, E, L corpos de caracteristica zero com FF C F C L =
E(a) e o® € E. Se L ¢ finita sobre I e E é normal sobre F,
entao existe uma extensao M de L que é radical sobre E e

normal sobre F'.
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2. Seja F um corpo de caracteristica zero e f(x) € F[z]. Se 1 5

f(z) = 0 é soluvel por radicais, entao existe uma extensao

radical normal de F' contendo um corpo de raizes de f(x).

15.4 O Critério de Solubilidade de Galois

Seja F' um corpo de caracteristica zero e f(x) € F[x]. Entao,
f(x) é solavel por radicais <= o grupo de Galois de f(x) é

solavel.

A prova deste resultado é parte de um curso de pos-graduagao.
Para o que precisaremos na proxima se¢ao segue um esbogo para

a prova da condicao necessaria.

1. Existe uma extensao normal radical K de F' contendo

SFr(f(z)) (Fato 2).

2. SFp(f(x)) é normal sobre F. (Caracterizacao de extensoes

normais via corpos de raizes)

3. GalpSFg(f(x)) é soluvel.

OBS 15.1. O dltimo item no esbogo da prova acima admite a

seguinte generalizacao:

Seja K uma extensao radical normal de F', ambos de
caracteristica zero. Entao, GalgpF é soluvel para todo

corpo intermedidrio F¥ normal sobre F.
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15.5 Uma quintica nao soluvel por radicais

O grupo de galois do polinémio f(z) = 22° — 10z + 5 € Q[z] ¢

isomorfo & Sy, nao solivel. Consequentemente, a equagao
f(z) =22° — 10z +5=0

nao é soluvel por radicais. Deste modo,

Nao existe uma féormula envolvendo somente as operagoes

definidas no corpo e extracao de raizes para a solucao de

uma equagao algébrica geral de grau 5.

Para ver que Galp(f(x)) é isomorfo a S5 siga os seguintes passos:

1. Usando a técnica de derivadas aprendida no calculo I, mostre

que 1 sdo os pontos criticos (reais) de f(x) = 0.

. Pelo uso da segunda derivada, mostre que f(z) = 0 admite
um Gnico méaximo relativo em x = —1, um dnico minimo
relativo em & = 1 e um ponto de inflexdo em x = 0. (Esboce

o grafico)

. Conclua que a equacdo f(x) = 0 admite exatamente trés
raizes reais distintas. Use o teorema do valor médio para

fungdes continuas.
. Mostre que f(z) é irredutivel em Q[z].

. Sabemos que GalgSFg(f(x)) = [SFo(f(z)) : Q] (Teorema

fundamental da teoria de Galois).

. Se a é qualquer raiz de f(x) entdo mqg(x) = f(z). Logo,
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[Q(e) : Q] = 5. Assim, 1 5

GalgSFy(f(z)) = [SFu(f(z)): Q)
= [SFo(f(2)): Q(a)][Q(a) : Q]
= 5[SFy(f(z)) : Q(e)]

Ent&o, 5 é primo e divide a ordem do grupo GalgSFy(f(x)).
Pelo teorema de Cauchy, GalgSFg(f(x)) admite um sub-

grupo ciclico de ordem 5 (ou elemento de ordem 5).

7. O grupo de Galois, considerado como um grupo de per-
mutagoes das raizes de f(x), é um subgrupo de Ss. Os
tnico elementos de S; de ordem 5 s@o os 5-ciclos. Entao,

GalgSFg(f(z)) € um subgrupo de S5 contendo um 5-ciclo.

8. O isomorfismo conjugacao em C induz um automorfismo em
SFo(f(z)) intercalando as duas tnicas rafzes complexas de
f(z) e fixando as outras trés raizes reais. Este automorfismo

como um elemento de GalgSFg(f(x)) é uma transposigao.

9. Deste modo, GalgSFg(f(x)) é um subgrupo de S5 contendo
uma transposi¢ao e um 5-ciclo. Logo, GalgSFp(f(x)) = S
(Atividade).

Prezado aluno, chegamos ao final do curso. E compreensivel o
cansaco ocasionado pelo enorme esforco dispendido para chegar-
mos até aqui. Mas, o deleite da aprendizagem na matemaética
é proporcional ao quanto nao trivial for o que estivermos apren-
dendo. Fatos nao triviais nao sao por acaso e sua compreensao
requer dedicagao e perseveranca. Eis o que torna a matemética

um conhecimento de poucos.
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15.6 Conclusao

O critério de solubilidade de Galois resolveu um problema mile-
nar. Somente isto ja seria suficiente para tornar seu critério uma
das solugoes mais importantes da histéria da matemaética. Mas,
a maior importancia deste critério consiste no uso de uma estru-
tura abstrata (grupos) para resolver um problema sem nenhuma
conexao aparente. Isto ndao somente evidenciou o potencial da
algebra para solugdo de problemas mas iniciou uma nova era na

matematica chamada moderna.

RESUMO

Grupos Soluveis Um grupo G é dito solivel se existe uma

cadeia de subgrupos

G=G2G12G22--2Gy_1 2 Gy ={e}

na qual cada G; é um subgrupo normal do grupo precedente

G;—1 e o grupo quociente G;_1/G; & abeliano.

Nao existe uma féormula envolvendo somente as operacoes

definidas no corpo e extragao de raizes para a solucao de

uma equagao algébrica geral de grau 5
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Extensoes Radicais 1 5

Um corpo K é dito ser uma extensao radical de um corpo F

se existe uma cadeia de corpos
F=FRChChC---CF =K

na qual para cada i = 1,2,...,r, tem-se F; = F;_1(a;) com

aj" € F;_1 para algum inteiro m.

Critério de Solubilidade de Galois

Seja F' um corpo de caracteristica zero e f(x) € F[z]|. Entao,
f(x) é soluvel por radicais <= o grupo de Galois de f(z) é

solavel.

A quintica 22° — 10x + 5 € Q[x] ndo & soltvel por radicais.

ATIVIDADES

)

ATIV. 15.1. Faga uma pesquisa sobre as féormulas envolvendo
radicais para uma equagao ctubica. Use seus resultados para deter-

minar as raizes da equacio z® + 3z +2 = 0.
ATIV. 15.2. Mostre que toda extensao radical é finita.
ATIV. 15.3. Mostre que toda extensao quadratica é radical.

ATIV. 15.4. Mostre que o corpo Q(+/5, V1-v2,V1+ V2) é

uma extensao radical de Q.

ATIV. 15.5. Seja H um subgrupo de S5. Se H contém um 5-ciclo

e uma transposicao entao H = Sj.
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ATIV. 15.6. Use os passos para mostrar a nao solubilidade por
radicais da quintica exibida no texto e construa uma outra quintica

nao solavel por radicais.
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