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Resumo

Classificamos as subvariedades de rotacao em QF xR, com curvatura seccional constante
e dimensao m > 3.

Abstract

We classify the rotation submanifolds of Q7 x R with constant sectional curvature and
dimension m > 3.

1 Introducao

Denotamos por Q7 uma variedade Riemanniana completa e simplesmente conexa de
curvatura seccional constante € € {—1,1} e dimensao n. E um fato conhecido que Qr
¢ isométrica a esfera unitaria S® C R"*! se € = 1 e ao espaco hiperbélico H"® C L"*! se
e = —1, em que L"! denota o espaco de Lorentz de dimensao n + 1.

A geometria das subvariedades dos espagos produtos QI xR tem despertado interesse
de varios pesquisadores nos ultimos anos. Daniel [5] que, com o intuito de estudar
superficies minimas em Q? x R, demonstrou um teorema tipo Bonnet para imersoes de
variedades riemannianas n— dimensionais em QI x R. Tal teorema fornece condigoes
necessarias e suficientes para que uma variedade riemanniana n-dimensional possa ser
isometricamente imersa em Q' x R, e essas condigoes sao dadas em termos das primeira
e segunda formas fundamentais da imersao e em termos das projegoes em T'M e em
T+M de um campo unitdrio tangente ao segundo fator de Q* x R. O resultado de B.
Daniel foi generalizado em [7] por J.H.Lira, R.Tojeiro e F.Vitério, que provaram um
teorema tipo Bonnet para produtos de duas formas espaciais. Nesse novo resultado, a
codimensao da imersao pode ser qualquer e as condi¢oes para a existéncia da imersao sao
dadas em termos das primeira e segunda formas fundamentais, em termos da conexao
em T+M e em termos dos tensores R, S e T definidos pelos autores.

As subvariedades de rotagao de Q" x R foram definidas em [9] em termos de uma
curva perfil, (ver secao 3) estendendo a definigdo dada em [6] para o caso de hipersu-
perficies. E um problema interessante classificar as subvariedades de rotagao de Q7 x R,
com curvatura seccional constante.
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Superficies de rotagao com curvatura Gaussiana constante de Q*(¢) x R foram es-
tudadas em [1] e [2], com énfase em suas propriedades globais. Os autores mostraram,
dentre outras coisas, que uma superficie completa com curvatura Gaussiana constante
¢ > 1 (respectivamente, ¢ > 0) de S* x R (respectivamente, H?> X R) é necessariamente
de rotacao, e suas curvas geratrizes foram determinadas explicitamente.

As hipersuperficies de Q™ (¢) x R com curvatura seccional constante ¢ e dimensao
m > 3 foram classificadas por F.Manfio e R. Tojeiro em [8]. Mostraram dentre outras
coisas que, se m > 4, € = 1 e ¢ > 1 (respectivamente, ¢ = —1 e ¢ > —1 ) os tnicos
exemplos existentes, mesmo localmente, sao as de rotagao. Além disso, classificaram
todas as hipersuperficies de rotacao de Q™ (¢e) x R, com curvatura seccional constante.

As imersoes isométricas f : M™ — S™P xR, m > 3 ep < m — 3, em que M™
denota uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante ¢ e dimensao m,
foram estudadas em [3]. Foi mostrado que, se ¢ > 1, as subvariedades de rota¢ao com
curvatura seccional constante igual a ¢ aparecem em abundancia.

Nesse trabalho, as subvariedades de rotagao com curvatura seccional constante foram
totalmente classificadas. Tal classificagao estende a dada para o caso de hipersuperficies
em [9]. Foi mostrado que subvariedades de rotacao de Q™ (e) xR, com curvatura seccional
constante ¢ e dimensao m > 3, sé existem, mesmo localmente, para ¢ > e. Além
disso, foi dada uma parametrizacao explicita de tais subvariedades em termos de uma
determinada curva perfil.

Antes de terminar esta introducao sera descrito o conteido de cada secao deste
trabalho. Na secao 2 serao introduzidos alguns fatos béasicos que serao tteis nas secoes
seguintes. Na secao 3 serao definidas as subvariedades de rotagao de Q! x R, objeto
de estudo nesse trabalho. Na quarta e ultima secao serd enunciado e demostrado o
principal resultado desse trabalho.

2 Preliminares

Dada uma imersao isométrica f : M™ — QI xR, seja % um campo de vetores tangentes

unitarios no segundo fator de Q7 x R. Note que, se € = 0, podemos escolher um campo

de vetores unitario constante % em R*""!. Entao um campo de vetores tangentes T a

M e um campo de vetores normais a f sao definidos por

0

Aqui e no que segue A{; ¢é o operador forma de f na direcao de n, dado por:

(AIX,Y) = (ay(XY),n), VX, Y € TM.
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As equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci para f sdo, respectivamente (Ver, e.g., [7])

RX, Y)W =(XAY — <YT>X/\T+<XT>Y/\T)W+A X — A wyY, (2.2)

(Vxa)(Y, W) = (Vya) (X, W) = (X, W)(Y,T) — (Y, W)X, T))y (2.3)

RH(X,Y)¢ = a(X, AlY) — a(AlX,Y). (2.4)
A equagao (2.3) é equivalente a
(VxA)(Y, Q) = (Vy AT)(X, Q) = e(n, )(X AY)T (2.5)

em que (X AY)W = (Y, W)X — (X, W)Y.

Embora isso nao ird ser utilizado no que segue, vale a pena mencionar que as
equagoes (2.2) - (2.4) determinam completamente uma imersao isométrica f: M™ —
Q" x R a menos de uma isometria de Q7 x R (Ver Corolério 3 de [7]).

2.1 Tubo Parcial

Seja ¢ : N™ 1 — Q" uma imersao isométrica. Suponha que exista um conjunto
ortonormal {&;, &, ..., &} de campos de vetores normais paralelos ao longo de g.
Esta hipotese é satisfeita localmente, por exemplo, se g possui fibrado normal plano.
Assim, o subfibrado vetorial F de posto k do fibrado normal NYN de g, gerado por
1, &2, -y &k, € paralelo e plano. Sejam j: QF — Qf xRei: Qf xR — E"*2 as
mCIusoes canonicas, e j =i 0 j, em que E"*? denota o espaco Euclidiano R"*2, quando

€ = 1, ou o espago de Lorentz L"*2 quando ¢ = —1. Defina & = j,&, 1 < i < k,
Sfo=g:=joge §k+1 Ty o dt Entdo, o subfibrado vetorial E de N9N cuja fibra E(x),
em x € N™1, é gerada por 50, 51, . §k+1, ¢ também paralelo e plano. Defina uma

isometria de fibrados vetoriais ¢ : N™~ 1 x EF2 — E por

k+1

Oa(y) = Ol y) = 3 viks (2.6)

para y = (Yo, Y1, - Yrt1) € B2 Seja
f: M™:=N"1'xT-Q"xR
dada por

k+1

flz,8) = (i0 f)(@,5) = ¢:(7(s)) = Z%(S)é(ﬂ«“) (2.7)
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emquey: I = QF xR CE*2 v = (v9,..., Yk, Trs1), ¢ uma curva regular suave tal
que €2 + 7% + ... + 92 = € e Y41 possui derivada nao nula em todo ponto.

A aplicacdo f é um tubo parcial sobre § com fibra 7, no sentido dado em [4]. Ge-
ometricamente, f(M) é obtida transportando paralelamente a curva ¢,(y(I)), contida
no espaco normal de § em z € N"!, com respeito & conexao normal de g.

Uma condigiao necessaria e suficiente para um ponto (z,s) € M™ = N™ 1 x R ser
regular para f é dada na parte (i7) da Proposicao 2.1 abaixo.

A proposicao seguinte descreve a diferencial, o espago normal e a segunda forma
fundamental da imersdo isométrica f definida em (2.7). Dados z € N™™', X € T,N e
s € I, denote por X™ o tnico vetor em T, oM tal que 7, X" = X e WQ*XH =0, em
que 7 : M™ — N™ 1 em: M™ — [ sao as projecoes canonicas.

Proposigao 2.1. [9] Sao vdlidas as seguintes afirmagoes:
(1) A diferencial de f é dada por

k
folw, )X = Gu(2)(o(s)] = D 7ils) AL (2)) X
i=1
para todo X € T,N, em que I ¢ o endomorfismo identidade de T, N, e

~ 0 ,
(7, 8)=— = d.(7'(9)).
ol )2 = 6(4(5)
(1) A aplicacio f (e, portanto, f) é uma imersio em (x,s) se, e somente se,

g _ g
Py(x) : Z% = A 0n = ~Abutaio)

em que Y(s) = (70(8), ..., Yk(5),0), € um endomorfismo inversivel de T,N.

(1ii) Se f € uma imersao em (x,s), entao
Ng; oM = J.E(x)" @ ¢.(v'(s)") C NIN,

em que E(x)* e ~'(s)t denotam os complementos ortogonais de E(z) em NIN e de
7' (s) em EFT2 ) respectivamente, e

f
Nig.s)

em que 7 : B2 = Bt x R — E* € a projecdo canénica.
() Se f é uma imersao em (x,s), entdo

M—ZN

(z,s

)M@span{(ﬁo f)(:t,S)} =1 N(J;S M @ ¢.(7(s)),

Al(w, 5) XM = (Py(x) " A(2) X)*. (2.8)
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para quaisquer £ € N(J; S)M e X eT,N,

D) N
f o 3
Ay (z, s)& =0, se &€ j.B(x)* (2.9)

Aol ) ae = Tl (s B € ¢ E E**2(¢,7/(s)) = 0. (2.10)

Além disso,

para todo ¢ € EF2,

No caso em que a imersao isométrica f, dada por (2.7) em termos de uma imersao
isométrica g : N™™1 — Q" com fibrado normal plano, com k = n —m + 1, podemos
reescrever as afirmacgoes da Proposicao 2.1 como segue.

Corolario 2.2. Nas condigoes acima, sio validas as sequintes afirmagoes:
(1) A diferencial de f € dada por

n—m-+1

folw, )X = gu(@) (yo(s)] = Y 7ils) AL (2)) X (2.11)

i=1

para todo X € T,N, em que I € o endomorfismo identidade de T, N, e

Folz,8) 5= = du(v/(5))- (2.12)

(1) A aplicacio [ (e, portanto, f) é uma imersio em (x,s) se, e somente se,

n—m-+1

Py(x) == 0(s)I — Z %(S)Ai(v@) = _Aiw(w(s)) = _Aix(y(s)y (2.13)
i=1

em que Y(s) = (%(8), -y YTn—m+1(5),0), € um endomorfismo inversivel de T, N.

(i7i) Se f € uma imersao em (z,s), entdo

N

B M

oM =6.(v(s)") C NIN. (2.14)
(iv) Se f ¢ uma imersio em (z,s), entdo

of (XH,YM) = o9(P,(2)X,Y) — b2 (7' (3)). (2.15)
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; 15}
e al (XM 8_) =0, para quaisquer X,Y € T,N, e
s

PR 0 0, _ ¢.(1"(5)
ge ) = 50" N G0 5 = L ey

Demostragao: Os itens (i), (i) e (i7i) seguem diretamente da Proposi¢ao 2.1. Para

(2.16)

provarmos o item (iv), observe que, para qualquer £ € N, (J; S)M , temos

<af(XH7y7{),£> _ <AfXH Y?—L>f —(J. fXH’J;*YH> (2.8),(2.11)
= (3.AIX, 4. Pi(2)Y) = (ALX, P(2)Y);
= (o/(Py(2)X,Y),8),

e (2.15) segue de (2.14). Além disso,

(7 (- 0,60 = (AL o, T3 20 ) )
se ( € EF2 ((,+/(s)) =0, e (2.16) segue. §
Observagao 2.3. Decorre imediatamente do Corolario 2.2 que, se { Xy, ..., X;,_1} é uma
base ortonormal de T, N™~! de direcdes principais de g, entdo %, XM o Xn}f 1} ¢

uma base ortogonal de T(’; S)M de dire¢oes principais de f.

3 Subvariedade de Rotacao em S" x R

Nesta secao definimos as subvariedades de rotacao em QF x R com curva de perfil. Tal
segao é baseada em [9].

Sejam (g, ..., Zn11) coordenadas canonicas em E™"2 com respeito as quais a métrica
de E"*2 ¢ escrita como

ds* = edxfy + dat + ... + dal
Considere E"*! como

En+l = {(1007 "'axTLJrl) € En+2 LTyl = O}

Q" = {(wg, ..., xn) EE"™ vexl + a7 + ...+ 22 =€} (19> 0see = —1).

ReviSeM, Ano 2016, N°. 1, p. 52 — 66 Y



Canevari, S.

Seja P"~™%3 um subespaco de E"™ de dimensido n — m + 3 que contém os vetores
€o € €11, €m que {eg, ..., e,11} ¢ a base candnica de E"™2. Entao

(@ xR)N P8 = Qe x R.

Denote por Z o grupo de isometrias em E"*2? que fixa os pontos de um subespaco

pr—mt2 . prmt3 que contém a direcao e,,;. Considere uma curva regular v em

Qrmtl x R € P" ™3 situada em um dos dois hiperplanos de P"~™3 determinados
—m+2

por Prmmt2,

Definicao 3.1. Uma subvariedade de rotagao em Q! x R com curva geratriz v e eixo
Pr—m+2 4 4 6rbita de 7y sob a acao de Z.

Segue imediatamente da definicao acima que tal variedade de rotacao possui di-
mensao m.

Suponhamos que P"~™*3 seja gerado por ey, €, ..., éntr1. No caso € = 1 suponha,
também, que P2 seja gerado por e, ..., e,41. Escrevendo a curva -y como

¥(s) =0(s)eo + Y V(8)ei-mi1 + h(s)enya, (3.1)
n—m+1
com Z 7? =1, a subvariedade de rotacdo, de dimensdo m, em S” x R com curva
i=0
perfil v e eixo P"™"2  pode ser parametrizada por

f(87 t) = (VO(S)QOI (t)7 ceey 70(3)90m(t)7 71(8)7 ooy In—m+1 (S>7 ]’L(S)), (32)

em que t = (ty,....tm-1) € © = (1, ..., Pm) Parametriza S*~1 C R™.
Para € = —1, temos trés possibilidades distintas a considerar, conforme P"~™*2 seja

Lorentziano, Riemanniano ou degenerado, e a subvariedade de rotacao serda denominada,
respectivamente, do tipo esférico, hiperbolico ou parabolico. No primeiro caso, podemos

supor que P""™2 geja gerado por e, €1, €ni1, € que 7y seja dada por (3.1), com
n—m-+1

-3+ Z 7 = —1. Entdo, a subvariedade de rotacio de H” x R com curva perfil 7
=1

1=
e eixo P"™*2 pode ser parametrizada por

f(S, t) = (’70(5>7 71(3)901(t)7 e 771(5)90m(t)a 72(5)7 T 7’7n—m+1(3)7 h(s))> (33)

em que t = (ty,....tm_1) € o = (¢1, ..., O ) parametriza S™1 C R™.
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No segundo caso, podemos supor que P""™2 seja gerado por e, - , e,41. Entao,
n—m+1
com a curva 7y também dada por (3.1) com —v; + g 7? = —1, a parametrizacio é

i=1
também dada por (3.3), sendo que neste caso ¢ = (¢, ..., ;) parametriza H™ ! C L™.
Finalmente, quando P" %2 é degenerado, escolha uma base pseudo-ortonormal

1 1
o= —=(—eg+en), én=—(eg+en), € = e, 3.4
0 \/ﬁ( 0 ) \/5( 0 ) J J ( )
para j € {1,--- ,n — 1,n + 1}, e suponha que P" ™%2 seja gerado por é,, - ,Eni1.
Note que (ég, é9) = 0= (é,,é,) e (é, é,) = 1. Entdo, podemos parametrizar v por

Y(5) = v0(8)é0 + Z Viecm+1(8)€ + h(8)ént1, (3.5)
com 270(8)Vn—ms+1(8) + i 72(s) = —1, e a parametrizagao da correspondente sub-

variedade de rotagao nas coordenadas pseudo-ortonormais escolhidas é

m—1
_ Yo 2 : 2
f<37 t) - (,70; 701;17 e a’yotm—la 717 e 77n—m7 ,}/n—m-i-l - ? - tz ) h) ) (36)

em que t = (ty,...,ty,_1) parametriza R v = v,(s), 0 <i<n—m+1, e h = h(s).
Temos o seguinte teorema de caracterizac¢ao das subvariedades de rotagao em Q" (e) x

R:

Teorema 3.2. [9] Seja [ : M™ — Q! x R, € € {—1,1}, uma imersao isométrica tal

que o campo de vetores T, definido em (2.1), ndo se anule em nenhum ponto. Entdo

as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) f € uma subvariedade de rotag¢io cuja geratriz é uma curva em uma subvariedade

totalmente geodésica Q"™ (e) x R C Q"(e) x R;

(7i) existe um campo de vetores normais ¢ ao longo de f tal que

AlX =< (6> X (3.7)
para quaisquer X € {T}+ e £ € T(N/M).

4 Principais resultados

Nesta secao provaremos os principais resultados deste trabalho, a saber, obtivemos
uma classificacao completa de todas subvariedades de rotacao com curvatura seccional
constante ¢ e dimensao m, m > 3, de S™ x R.
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Teorema 4.1. Seja f: M™ — Q"(e) x R uma subvariedade de rota¢ao com curvatura
seccional constante ¢ e dimensao m > 3. Entao ¢ > e. Além disso:

(i) se e = 1, entao f € parametrizada por (3.2), com vy = TSen(\/Es). Ademais,
c

c =1, se, e somente se, h(s), na parametriza¢ao acima, € constante.
(17) se e = —1 e ce (—1,0), entdo uma das possibilidades ocorre:
(a) f é uma subvariedade de rotagdo do tipo esférico que pode ser parametrizada por

\/1_ senh(y/—cs);

(3.3) com vy, =

(b) f € uma subvariedade de rotacao do tipo hiperbélico que pode ser parametrizada
1
cosh(y/—cs);
e cosh(y/~es)
(¢) f € uma subvariedade de rotagdo do tipo parabdlico que pode ser parametrizada
por (3.6) com g = exp(v/—cs).
Outrossim, ¢ = —1 se, e somente se, h(s), nas parametrizagées acima, € constante.
(7i1) se e = —1 e ¢ =0, entdo uma das possibilidades ocorre:
(a) f € uma subvariedade de rotacao do tipo esférico que pode ser parametrizada por
(3.3) com 1 = +s;
(b) f € uma subvariedade de rotagdo do tipo parabdlico que pode ser parametrizada
por (3.6) com vy = k, k constante.
(iv) se e = =1 e ¢ > 0, entdo f € uma subvariedade de rotagdo do tipo esférico que

por (3.3) com oy =

1
pode ser parametrizada por (3.3) com vy, = 7 sen(y/cs).

c
Demostracao: Inicialmente vamos determinar os possiveis valores de ¢ para que a sub-
variedade de rotacao f : M — Q"(e) x R possua curvatura seccional constante c.

Seja T' o campo definido em (2.1). Para cada = € M, seja {1, -+ ,&—m+1} uma base
ortonormal de N/ M. Temos, pelo Teorema 3.2, que
AT =M\T e Al X =p.X, VX € {T}, (4.1)

em que, 1 <r <n-—m+ 1. Agora a Equacao de Gauss (2.2), para X, Y, W € {T}+
ortonormais, com Y = W, implica em:

n—m+1

c—€= Z 0 (4.2)
r=1

e,para X =T e Y =W € {T}*, nos da que:

n—m+1

c—e= Z Mty + | T)? (4.3)

r=1
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Conclui-se de (4.2) e de (4.3) que ¢ > € e, se ¢ = ¢, T é um campo de vetores nulo.
Portanto, se ¢ = ¢, entao f(M!™) estd contido em uma fatia Q"(e) x {t} de Q"(e) x R.
E ficil ver que as fatias Q"(e) x {t} de Q"(¢) x R, sio parametrizadas como na secio
3, com a ultima coordenada constante.

Afirmamos que f := io f, em que i : Q"(e) x R — E™?2 é a inclusdo canodnica,
pode ser vista como um tubo parcial sobre uma imersao isométrica g : M1 — Q" ()
umbilica e com fibra v : I — Q" ™ () x RCE"™ v = (Yo, , Vnomt 1, Vnomi2)-
Além disso, o operador forma A9 de g := j o g, em que j : Q"(e) — E"*! ¢ a inclusao
canonica, ¢é tal que

9 = g — / g _ 1"
A‘Zﬁx(ﬁ/) - _ﬁj7 A‘Z’x(’}//) - _ﬁ I € A‘ij(fy”) - _/8 I7 (44)

em que, 5(s) = 71(s), quando € = —1 e a subvariedade de rotacdo é do tipo esférico, e
B(s) = vo(s) nos demais casos, ¢ é a isometria que define o tubo e (s) = (70, * , Yn—m+1,0).
De fato, para e = 1 ou e = —1 e f do tipo hiperbdlico, temos que a subvariedade de

rotacao é parametrizada por (3.2), que pode ser escrita como

F5.1) = ()60 + 3 vmrn(8)es + A(S)en, (45)
em que §(t) = Y ", @i(t)e;, para t = (t1, -+ ,tm_1), ¢ uma imersdo isométrica de
Q™ !(e) em Q"(¢) totalmente geodésica. Seja {€g,Em,- " ,,EnsEnr1} Uma base orto-

normal de R"™™%3. Para cada t € Q™! defina uma isometria ¢; : E*="3 — En—m+3
por ¢y(€o) = §(t), ¢1(€;) = e;, m < i < n+ 1. Defina uma curvay: I C R — E"~™+3
por (s) = 70€o + D i, Viemi1€i + h(s)ény1, com eyy + Z?;mﬂ%z = e Agora,
f(s,t) = ¢u(v(s)). Agora a segunda forma fundamental of da imersio isométrica
g :=jog,¢édada por

af = (-, ) (&) (4.6)
Donde segue (4.4). Isto prova a afirmacdo parae =1e e = —1 e f do tipo hiperbdlico.
Suponha que ¢ = —1 e f é uma subvariedade de rotacao do tipo parabdlico, para-

metrizada por (3.6). Tal parametrizacao pode ser escrita como:

f(sa t) =04(t) + Z%‘éi + h(s)éns1

i=m
em que

m—1 m—1
g(t) =éo+ > tié; — % (Zt?) En-
=1

=1
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Note que g define uma imersao isométrica de R™™ ' em L"*? (de fato, g(R™') C
Vol € L2 em que V™ é o cone de luz), e que §, é,,, -+ + , €, €ny1 ¢ uma base pseudo-
ortonormal de N9R™L com (§,9) = 0 = (én,én), (§,6n) =1 € {em,  + ,En_1,Ens1} ¢
uma base ortonormal de span{g, é,}*.

Seja {€o, €m,*** , €n, €ny1} uma base pseudo ortonormal de L""™%3 com (eg, ey) =
0= (en,en), (€0,en) =le{em,  + ,en1,en1} 6 uma base ortonormal de span{eg, e, }*.
Para cada t € R™ ! defina uma isometria ¢; : L" ™" — NIR™L por ¢,(ey) =
G, Oilen) = én, O(e;) = €, m < i < n—1¢e ¢ent1) = €,41. Defina uma curva
v I — H ™ x R C L™ por y(s) = yoeo + Dop, Viemr16i + h(S)ent1, com

n—m _2 _

2% Yn-m+1+ > Vi = —1. Observe que f(s, t) = ¢i(7(s)). Para qualquer sy € I fixo,
seja g : R™™! — H" dado por g = § — §én. Entao g (horosfera) define uma imersao

umbilica com mesmo espaco normal, em L""2, que §, em qualquer ponto t € R™ !,
Note que

; TP . .
f(sst) = ¢u(v(s)) =09 — Eoen + Eoen + Z%‘—mﬂez‘ + h(s)ént1

i=m

n—1
= g+ Z%—m—&-léi + <7n_m+1 + ?) En + h(5)énit

Agora, observe que o espaco normal a §:= jog, em t € R™ ! ¢ gerado por
Nng—l = span {97 éma e 7én} .

Dali, temos que,

Mas, para quaisquer X,Y € T,R™"!, temos

(9(X,Y),é,) = X(Vx3.Y, é,) = X(3,Y,6,) =0

(@(X,Y),9) = (Vx§Y,§) = X (3., 9) — (7Y, 0.X) = —(3Y, 3.X) = —(X,Y)

(09(X)Y),e) = (VxG.Y,e) = X(G.Y,e)) =0, m<i<n—1.
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Logo,

Donde segue (4.4).
Por sua vez, suponha que ¢ = —1 e f seja uma subvariedade de rotacao do tipo
esférico parametrizada por (3.3). Observe que (3.3) pode ser escrita como:

F(t,8) = v0e0 + 1G() + Y Yiemir€i+ h(s)enss,

i=m+1
em que
m
at) =Y eilte:,
i=1
parat = (t1, - ,t,_1), 6 um imersao isométrica de R~ em S™. Seja {€o, €m, " ,,Cn, ni1}

uma base ortonormal de L" ™3, Para cada t € R™ !, defina uma isometria ¢; :
Lr=m+3 — L3 por ¢y () = eo, Pi(€1) = G(t) e ¢e(&) = e;, m+1 < i < n+ 1.
Defina uma curva v : I C R — R por y(s) = Y00 + D_i, Viem+16i + h(8)€n1,
com —3 + S0 y2 = —1. Agora, f(s,t) = ¢y(7(s)). Para qualquer s, € I fixo, seja
g : Rm™1 — H" dado por g(t) = 2ey + g(s). Entdao g define uma imersao isométrica
umbilica com mesmo espaco normal, em L""2, que §, em qualquer ponto t € R™ 1,
Note que

f(t.s) = &u(v(s)) = v0e0 + 2m1e0 — 2m1€0 + NG + Z Yiem+1€i + h(s)enta
i=m-+1

= (v —2m)eo +myg(t) + Z Viema1€; + h(s)ens1
i=m+1

Agora, observe que o espaco normal a §:= jog, em t € R™!, é gerado por
thRm_l = span {607g7 Cm+1, 7€n} .
Dai, temos que

ag('a ) - —<Oé§(', ')7 60>€0 + <a§('7 )7.@)9 + Z <Oé§(-, ')7 6i>6i‘
i=m-+1
Mas, para quaisquer X,Y € T,R™~!, temos

<O‘§(Xv Y)v 60) = <@X§*Y> 60> = X<§*Y> 60> =0,
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<ag(X7 Y)7g> = <@X§*K g> = X(é*K g) - <§*Ya Q*X> = _<§*Y7 g*X> = _<X7 Y>

e
(0¥(X,Y),e;) = (Vx§.Y,e:) = X(3.Y,e) =0, m+1<i<n.
Logo,
a¥(e) = ()G = — () du(@).
Contudo, a afirmacao fica provada.
Agora, sejam { X1, ..., X,, 1} e {Bs’ HﬁZH’ .. H;Z 1\\} bases ortonormais de 7;S™!

e TisnM, respectivamente, em que X' é o levantamento horizontal de X;, para todo
1 <i < m — 1. Supondo que a curva 7 seja parametrizada pelo comprimento de arco,
segue de (2.8) e (2.10) que

Oj(%v %) = ¢m<7/,(s))a

of (X X]E) = —a¥(A7 ()Xo X))+ < a¥(AT ) Xi X)), 02(7 (5)) > 67 (5))
= B(s)[0?(X;, Xj)— < o?(X;, Xj), 62 (7 (5)) > qu(v’(S))]

B(s)(Xi, X;)[a? (X, X;) + B'(5) 00 (7 (5))]

IX7H1? =< f* f*XH >i=< Ag X Ag s))X >§= 32(s),

paratodo 1 <i<m—1lesel. 3
Contudo, segue da Equacao de Gauss para a imersao isométrica f que,

KM< X¢OXPE\ <ol (XX, of (XP X >
|

XA X [XFPIXA?
{a7(X, X)) + B()80(1/ (), 07 (X,, X,) + B(5)6 (1 (5)))
B(s)
_ a=B(s)
70s)
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e
(22) - = o (X[ X100 (2, 2) >
M\ v as | =
1X7)" 0s X712
/6//
B
para quaisquer 1 <i# j<m—1,em quea=1quandoe =1oue=—1e f édo tipo
esférico, a = 0 quando e = —1 e f é do tipo parabdlico e a = —1 quando e = —1 e f é
do tipo hiperbdlico. Logo, M™ tem curvatura seccional constante ¢ se, e somente se,
B'(s)* + cB(s)* = a. (4.8)
!
S
Note que _Bﬂ (< )) = ¢, ou equivalentemente,
s

B"(s) +cB(s) =0, (4.9)

segue derivando (4.8). Para finalizar a prova, basta integrar as equagoes (4.9) e (4.8).
Para o caso € = 1, temos que ¢ > 1. Dai, segue de (4.9) que

B(s) = vo(s) = Acos(y/cs) + Bsen(y/cs) (4.10)

com A, B € R constantes. Substituindo (4.10) em (4.8), obtemos que

1
A+ B = —.
c
1 1
Desta forma podemos tomar A = ——senfy e B = ——cosfy. para algum 6, € R.
Ve Ve
Assim,
1 1 1
Y0(8) = —=sen Oy cos(v/cs) + —= cos y sen(y/cs) = — sen(v/cs + 6y).

Ve Ve Ve

) 1
Substituindo s por s — %, podemos supor que fy = 0. Logo, v(s) = % sen(y/cs) e o

item (7) do teorema fica provado. Os demais casos sdo andlogos. &
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